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^^•'^^ Yorwort. 



. In der vorliegenden Sammlung sind die Aufgaben in der 
Art geordnet, dass sie den Unterricht von seinen ersten An- 
fängen an gleicfisam von Stunde zu Stunde begleiten, der 
Lehrer also für jede einzelne Stelle desselben den dahin 
passenden Uebungsstoff zusammengestellt findet und nicht 
genöthigt ist, das zur Belebung, Anwendung und Einübung 
der einzelnen Sätze dienliche Material sich mühsam zusammen 
zu suchen; auch ist keine für den systematischen Zusammen- 
hang der Wissenschaft nothwendige Partie unberücksich- 
tigt geblieben. In denjenigen Theuen. welche zufolge der 
genetischen Entwickelung des Unterrichts später auftreten, 
ist dabei auf eine möglichst vielseitige Wiederholung und 
Anwendung des Früheren Bedacht genommen. Endlich hat 
der Verfasser darauf verzichtet, überall da, wo sich zu 
einer Aufgabe verwandte, in ganz entsprechender Weise zu 
lösende bilden lassen, durch eine vollständige Heranziehung 
derselben die Masse des Materials auf Kosten der Vielseitig- 
_ keit des Inhalts zu vermehren, vielmehr nicht selten in solchen 
^'^ Fällen durch geeignete Andeutungen oder kürzere Angaben 
^ auch die Bildung weiterer Aufgaben dem Bereich der Uebungen 
7 zuzuweisen gesucht. 

^ Die in diesen, der Vorrede zur ersten Auflage dieser 
ty^ Schrift entnommenen, Worten angegebenen Eigenthümlich- 
keiten sind, trotz mannichfacher Veränderungen im Einzelnen, 
auch in der neuen Auflage beider Theile bewahrt geblieben. 
Dem Verfasser ist auch in der Zwischenzeit kein dieselben 
Principien gleichmässig befolgendes ähnliches Werk bekannt 
geworden, und die freundliche Aufnahme, welche die vor- 
liegende Schrift in vielen Kreisen gefunden hat, dürfte ausser 
der — nicht nach der blossen Nummernzahl zu schätzenden 
— Reichhaltigkeit wohl vorwiegend jenen Eigenthümlich- 
keiten zuzuschreiben sein. 

Dass gleichwohl in der Zwischenzeit manche Stellen als 
der Verbesserung fähig und bedürftig erkannt wurden, ist 
selbstverständlich. Der Verfasser ist bestrebt gewesen, alle 
ihm durch Recensionen oder durch freundliche private Mit- 
theilungen zugegangenen Bemerkungen neben eigenen Arbeiten 
im Interesse des Buches zu verwerthen und hoflFfc deshalb 
die vorliegende Auflage als eine wesentlich verbesserte be- 
zeichnen zu dürfen. 

Eine völlige Umarbeitung erfuhren im trigonometri- 
schen Theile die ausgeführten Zahlenbeispiele dcF Para- 
graphen 21 und 23, ferner die Aufgaben 1—5 des §. 26, 
in welchen statt der Seite a der Radius r des umbeschriebenen 
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Kreises als gegeben vorausgesetzt wurde^ und endlich im An- 
schluss hieran namentlich der §. 27 ^ welcher letztere einer 
systematischeren Behandlung und Anordnung bedurfte und 
ausserdem um 232 Aufgaben und eine Dreieckstafel vermehrt 
wurde. Auch wurde die den Aufgaben dieses §. vorausge- 
schickte Anleitung mit Bücksicht auf vorgekommene Miss- 
deutung der den einzelnen Gruppen beigegebenen kurzen 
Notizen umgeändert und durch Ausführung auch der die 
Hilfsgrösse r benutzenden Methode — welche namentlich in 
der Sammlung trig. Aufgaben von Lieber und v. Lühmann 
eine ausgedehnte Anwendung gefunden hat — erweitert. Die 
jetzige Behandlungsweise dürfte allen billigen Ansprüchen ge- 
nügen, und die Anzahl der aus dem betreffenden Uebungs-Ge- 
biete ausgewählten (467) Aufgaben mehr als hinreichend sein^ 
um für eine Reihe von Jahren im Unterricht mit denselben 
wechseln zu können. Dagegen konnte Verfasser sich nicht ent- 
schliessen, die Zahl der entsprechenden Vierecks- Aufgaben in 
ähnlicher Weise zu vermehren, da wohl nur besondere Liebha- 
berei denselben einen grösseren Theil der Zeit zum Opfer bringen 
wird. Auch die Anordnungsweise derselben konnte deshalb völlig 
unverändert bleiben, was um so mehr berechtigt erscheinen 
wird, als dieselbe auf wissenschaftlicher Grundlage beruht. 

Es sind ferner zu den bisherigen Aufgaben, zum Theil 
behufs Ausfüllung kleinerer Lücken, neu hinzugekommen die 
Nummern §. 3, 17 — 22; §. 4, 78; §. 5 15a), b), 36, 43; 
§.6,35, 46—48,67-74; §.7, 10c); §.8, 15a), 18 — 23; 
Anh. 1, 35a),b), 40, 41, 45 — 47; §. 11, 52, 53; §. 13, 5, 
18; §. 15, 34; §. 19, 5, 11, 12; §. 20, 25; §. 25 b) ganz; 
§. 28, 6, 34, 61; Anh. 5, 16, 25; Anh. 6, 31; §. 33, 7; 
§. 38, 6. Einzelne derselben sind neueren Programmen 
höherer Lehranstalten entnommen. Die früher durch das 
ganze Heft laufenden Nummern der Aufgaben wurden nach 
den einzelnen Paragraphen geordnet, um Veränderungen 
leichter möglich und in Zukunft weniger störend zu machen. 
Die früheren Nummern 76 b), 127 a), 369 b), 414 wurden 
gestrichen, 128 und 253 an andere Stellen und ebenso der 
die Hilfswinkel behandelnde Anhang 4 der 1. Auflage als 
Anhang 3 an eine frühere Stelle gesetzt. Ausserdem sind 
vielfach kleinere üngenauigkeiten des Ausdrucks oder der 
Schrift verbessert und ist der Gebrauch der Secanten und 
Cosecanten beschränkt worden. 

Die Veränderungen im stereometrischen Theile sind in 
dem besonderen Vorwort zu demselben angegeben. 

Für die ihm von verschiedenen Seiten zugegangenen 
fördernden Mittheilungen über diese Aufgaben -Sammlung sagt 
der Verfasser auch hier freundlichen Dank. Insbesondere 
hat demselben Herr Pfarrer Liss in Staude durch zahlreiche 
Bemerkungen eine schätzenswerthe Mithilfe geleistet. 



/ 

f 



Eegister. 



A. Goniometrie. 

Seite 

§. 1. Erklärung der trigonometrischen Functionen als 

VerhältniBszahlen. Aufg. 1 — 18 1 

§. 2. Erklärung der trigonometrischen Functionen als 

Linien in einem Kreise mit dem Badiusl. Aufg.l — 16 3 

§. 3. Functionen bei veränderlichen Winkeln und 

Winkeln höherer Quadranten. Aufg. 1 — 22 .... 5 

§. 4. Beziehungen zwischen den Functionen desselben 

Winkels 8 

Aufg. 1-— 11. Formeln zu beweisen: a) Anwendung^ von 
sin u . cosec a >» 1 u. s. w. 12» 20; von tang a=^%m a: 
cos«, 21 — 30; von sin «* + cos ä* = 1, 31 — 57; von 
90° + a, u. s. w. 68 — 69. 

Gleichungen aufzulösen: a) Vom 1. Grade oder rein 
quadratische mit einer unbekannten: 60 — 73. h) Ge- 
mischte quadratische und einfache GleichuDgen höherer 
Grade: 74—89. c) Mit mehreren Unbekannten 90 — 100. 

§. 5. Functionen von Summen und Differenzen .... 18 
1 — 13. Formeln zu beweisen: 14 — 47. Gleichungen 
aufziüösen: 48 — 61. 

§. 6. Functionen von 2« 22 

1 — 7. Formeln zu beweisen: 8 — 47. Gleichungen auf- 
zulösen: 48 — 75. 

§. 7. Functionen von ^a 27 

1 — 6. Formeln zu beweisen: 7 — 10. Gleichungen auf- 
zulösen: 11 — 19. 

§. 8. Summen und Differenzen von Functionen .... 29 
1 — 6. Formeln zu beweisen: 6 — 13. Gleichungen auf- 
zulösen: 14—23. 

Anhang 1: Vermischte Aufgaben zu §. 1 — 8 32 

1 — 18. Formeln zu beweisen: 19—65. Gleichungen auf- 
zulösen: 66 — 99. 

§. 9. Berechnung trigonometrischer Functionen. 1 — 20 37 

§.10. Gebrauch der Tafeln 40 

A. Beispiele für den Gebrauch siebenstelliger Tafeln: 
I. Aufschlagen der Logarithmen der Functionen: a) ohne 
Interpolation 1 — 8; h) mit Interpolation 9—66. c) Winkel 
höherer Quadranten 57 — 66. II. Aufschlagen der Winkel 
67 — 76. III. Aufschlagen von Functionen zu gegebenen 
Functionen 77 — 86. 

B. Beispiele für den Gebrauch fünfstelliger Tafeln: 
I. Aufschlagen der LogarithmeQ yopi Functionen 87 — 122; 



i 



/ 



VI Register. 

Seite 

IL Aufschlagen der Winkel 123—128. III. Aufschlagen 
von Functionen zu gegebenen Functionen 129 — 131. 

C. Berechnung von Formeln mit Hilfe der Tafeln 
132 — 136. 

D. Vermischte Aufgaben 137 — 143. 

Anhang 2: Goniometrische Reihen 1 — 15 48 

Anhang 3: Gebrauch der Hilfswinkel für logarithmische 

Rechnungen 49 

a) Auflösung quadratischer Gleichungen mit einer un- 
bekannten. 1 — 50. h) Auflösung einiger quadratischer 
Gleichungen mit 2 Unbekannten. 51 — 61. c) Reciproke 
Gleichungen höheren Grades. 62 — 63. d) Cubische 
Gleichungen mit einer Unbekannten. 64 — 110. «) Sonstige 
Hilfs Winkel. 111 — 123. f) Gebrauch der loffarithmischen 
und trigonometrischen Differenzen zur indirecten Auf- 
lösung von Gleichungen. 124—138. g) Auflösung der 

Gleichung «"* ± a = 0. 139— 148. 

B. Ebene Trigonometrie. 

I. Das rechtwinkelige Dreieck. 

§. 11. Die Fundamental-Aufgaben. 1—96 60 

§. 12. Gleichschenkelige Dreiecke. 1 — 18 67 

§. 13. Der Kreis. 1—20 69 

§. 14. Regelmässige Polygone. 1 — 10 71 

§. 15. Anwendungendes rechtwinkeligen und desgleich- 
schenkeligen Dreiecks 72 

a) Angaben aus der Planimetrie. 1—27. b) Aufgaben 
aus der praktischen Geometrie, Astronomie und Geo- 
graphie: Höhen. 28—34. Schattenlänge. 35—41. Seh- 
winkel. 42 — 46. Parallelkreise. 47 — 50. Höhen über 
der Erdkugel. 51 — 59. Grösse und Entfernung von Ge- 
stirnen. 60—64. Bestimmung der Schiefe der Ekliptik. 
65 — 66. Vermischte Aufgaben. 67 — 77. c) Aufoaben 
aus der Physik und Mechanik: Optik. 78—84. Kräfte- 
Parallelogramm. 85—87. Schiefe Ebene. 88 — 92. Hebel 
93 — 94. Gleichförmige Bewegung. 95 — 100. d) Ver- 
mischte Aufgaben. 101 — 107. 

§. 16. Berechnung von Grössen, welche von den Seiten 
und Winkeln des rechtwinkeligen Dreiecks ab- 
hängen. 1 — 10 85 

§. 17. Berechnung rechtwinkeliger Dreiecke aus Be- 
stimmungsstücken, welche nicht sämmtlich Sei- 
ten oder Winkel derselben sind. 1—52 86 

§. 18 Lehrsätze und Formeln über das rechtwinkelige 

Dreieck zum Beweisen. 1 — 22 92 

Anhang 4: Fundamentalaufgaben - ohne Logarithmen. 

1—14 93 

II. Das schief winkelige Dreieck. 

§.19. Die Fundamental-Formeln. 1 — 26 94 

§.20. Berechnung eines Dreiecks aus einer Seite und 

zwei Winkeln 96 

a) Zahlenbeispiele. 1—23. b) Anwendungen. 24—40. 



Register. VII 

Seit« 

§.21. Berechnung, eines Dreiecks ans zwei Seiten und 

dem eingeschlossenen Winkel 100 

a) Zahlenbeispiele. 1 — 36. 6) Anwendungen. 37 — 49. 

§.22. Berechnung eines Dreiecks aus zwei Seiten und 

einem gegenüberliegenden Winkel 107 

a) Za£lenbeispiele. 1 — 26. b) Anwendungen. 26—30. 

§.23. Berechnung eines Dreiecks aus den drei Seiten 110 
a) Zahlenbeispiele. 1 — 36. b) Anwendungen. 36 — 46. 

§.24. Berechnung des Flächeninhalts 116 

a) Zahlenbeispiele. 1 — 31. b) Anwendungen. 32 — 49. 

§.26. Formeln und Lehrsätze für das schiefwinkelige 

Dreieck zum Beweisen. 1 — 53 122 

§. 25b. Fundamentalaufgaben ohne Logarithmen. 1 — 24 125 

§.26. Berechnung anderweiter Stücke, welche von den 

Seiten und Winkeln des Dreiecks abhängen. 1 — 19. . . . 127 

§.27. Berechnung schiefwinkeliger Dreiecke aus Be- 
stimmungsstücken, welche nicht sämmtlich Rei- 
ten oder Winkel derselben sind 136 

Bloss algebraische Operationen : 1 — 7. Geometrische 
Methode: 1 — 119. Algebraische Methode ohne Hilfs- 
grosse r: 1 — 127. Algebraische Methode mitjlilfsgrösse r: 

a) 1 — 37; b) 1—24; c) 1 — 16; d) 1 — 60; c)l— 19; 
/) 1— 35; ^) 1— 9. Gleichungen höherer Grade 1—11. 
Dreieckstafel. 

§.28. Eingekleidete Aufgaben 164 

a. Aufgaben aus der praktischen Geometrie, a) Be- 
stimmung horizontaler Entfernungen. 1 — 19. j3) Be- 
stimmung von Höhen. 20—34. y) Horizontale Messungen 
verbunden mit Höhenmessungen. 35 — 38. b) Aufgaben 
aus der Mechanik. 39 — 60. c) ^rmischte Aufgaben. 51—77. 

§.29. Tetragonometrie 178 

A. Das allgemeine Viereck, a) 1— 12: 6)1—3; c) 1— 9. 

B. Besondere Vierecke : a) Das Parallelogramm. 1 — 13. 

b) Das gleichschenkelige Trapez. 1 — 10. c) Das allge- 
meine Trapez. 1 — 13. d) Das Sehnen -Viereck. 1 — 12. 
e) Das Tangenten -Viereck. 1 — 8. /") Das Kreis -Viereck. 
1__4. g) Das Deltoid. 1 — 8. 

C. Lehrsätze über Vierecke. 1 — 10. 

§.30. Polygonometrie 190 

A. Berechnung von Polygonen durch Zerlegung in 
Dreiecke. 1 — 7. 

B. Berechnung von Polygonen durch die Coordinaten- 
Methode. 1 — 8. 

Anhang 5: Vermischte Aufgaben zur Bepetition. 1 — 48 194 

Anhang 6: Aufgaben über Maxima und Minima. 1 — 31 199 

C. Sphärische Trigonometrie. 

I. Das rechtwinkelige Dreieck. 

§.31. Die Fandamental-Formeln. 1—6 202 

§. 32. Die Fundamental-Aufgaben. a) 1—14; ö) 1—8; c) 1—8; 

d) 1 — 11; e) 1 — 7; f) 1 — 7 203 

§. 33. Sphärische Dreiecke, welche sich auf rechtwinke- 
lige zurückführen lassen. 1 — 7 209 



« 



vm Register. 

Seite 

§.34. Formeln nnd Lehrsätze über das rechtwinkelige sphä- 
rische Dreieck zum Ableiten und Beweisen. 1 — 20 . . . . 210 

§.36. Anwendungen des rechtwinkeligen sphärischen 

Dreiecks 211 

Stereometrische Aufgaben. 1 — 6. Astronomische Auf- 
gaben. 7 — 14. Prakti^e Geometrie. 16—16. 

n. Das allgemeine sphärische Dreieck. 

§.36. Die Fundamental-Formeln. 1—17 215 

§.37. Die Fundamental- Aufgaben, a) 1 — 15; b) 1—9; 

c) 1 — 10; d) 1—9; e) 1 — 10; /*) 1-8 218 

§.38. Berechnung des Flächeninhalts, a) 1—5; b) X — 5; 

c) 1 — 4; d) 1 — 7 235 

§.39. Formeln und Lehrsätze. 1—23 239 

§.40. Rechnung mit anderweiten Stücken. 1 — 18. . . . 240 

§.41. Eingekleidete Aufgaben 243 

Stereometrie. 1 — 10. Praktische Geometrie. 11 — 15. 
Astronomie 16—31. 



Trigonometriselie Aiifga1)eii. 



A. G-oniometrie. 

§. 1. Erklärung der trigonometrischen Functionen 

als Yerhältnisszahlen. 

In einem bei C rechtwinkeligen Dreieck ABC soll im Folgenden stets 
-4j5s=c, AC^h, BC^a, ^BAC=^a, CBA=^ß gesetzt werden. 

1. Auf dem einen Schenkel AC eines Winkels BAC sind 
vom Scheitel aus die fünf Strecken AJ)=DE=EF=FG=Gff=l 
abgetragen, und in den Endpunkten derselben sind auf jenem 
Schenkel Senkrechte bis zum anderen Schenkel errichtet; man 
berechne die Längen dieser Senkrechten , wenn die erste derselben 
gleich |- ist. Welches sind femer die Werthe der Abstände der 
oberen Endpunkte dieser Perpendikel vom Scheitelpunkt? 

2. In einem rechtwinkeligen Dreieck sei die Hypotenuse 
gleich 5 , die eine Kathete gleich 3 ; wie gross ist die Hypotenuse 
eines zweiten rechtwinkeligen Dreiecks , dessen eine Kathete gleich 
4^ ist, wenn beide Dreiecke in den Winkeln übereinstimmen, 
welche den gegebenen Katheten gegenüberliegen? 

3. Drei rechtwinkelige Dreiecke haben denselben spitzen Winkel 
a, die Seiten des einen sind bezüglich « = 4, & = 3, c = 5; 
man berechne die Verhältnisse je zweier Seiten in jedem der 
beiden anderen Dreiecke. 

4. Die trigonometrischen Functionen des Winkels ß eines 
rechtwinkeligen Dreiecks zu bestimmen, wenn die des anderen 
spitzen Winkels a gegeben sind. 

5. Berechne die trigonometrischen Functionen von a, wenn 
a,b,c bezügUch gleich: a) 8, 15,17; b) 40,9,41; c) 196,315,371 
d) 176,693,715; e)8; 3,9; 8,9; f)5,6; 3,3; 6,5; g) 48; 3,1; 48,1 
h) 17; 9,45; 19,45; i) 1,2; 3,91; 4,09; k) 1; 6,21; 6,29 
I) 0,36; 0,319; 0,481; m) i, 6|, 6^^; n) ^V» M, H 

Beidt, Aufgaben. I. 1 



2 Die Functionen als Yerhältnisszahlen. [§. 1. 

0)80, 260J, 272|; p) 21|, 9,23|; q) 40, 25^*^, 47^ gegeben 

sind. 

Welche Beziehong muss in jeder dieser Aufgaben zwischen den 
drei gegebenen Zahl^i stattfinden, und ist dieselbe hier erfüllt? 

6. Ebenso, wenn a^ b, c bezüglich gleich a) p, q, r; 
b)p^; qr,rp', c)pqr, qrs, rsp] ö) p:q, q:r,r:S', e) (m + n):p, 

(n +p) : q, (p-h^) ' ^i ^ ^^ ' P^y ^^ • ^Qf ^^ • P*5 8) 2»»w, 
m^—n^, /»2+n^; h) 2mn : (m—n), m-^-rtj (wi^4''*^) • (»» — w); 
i) 1 : (m^w^), 1 : (m^—n^), j/2 {m*+n^) : (m^—n^) ; k) w : (m+n), 
2 m ym n : (w^— n^), m : (m — h) ; 1) (p—q) :p, 2}/q:p, (p-^-q) : p ; 

m) (m--ny,2j/mn, (m-i-ny gegeben sind. Frage ähnlich, wie 
vorher. 

7. Ebenso für a) 0=1 ; Z>=6,21 ; b)a=4,68; «»«1,55; c)a=38, 
^ = 26,1; d) fl=8, Z>=3,69; e) fl=7,2; c = 6ö; f) ö = 9; 
C=9,49; g) ö=12; r=12,01; h) fl=4, C=32|; i) Z>=4; 
C=40^; k) & = 7; c=8,21; 1) i? = 6; C=7,69. 

8. Ebenso für a) a=j/m^-{'n\ b=l/2mn\ b) a^}/p^—2pq, 

b=q; c) a=l/p^'\'pq, c = p + q', d) a=p—q, b^p + q\ 
e) ö = n^ -|- ;w/i, c = »»' + »sn, f) b ==> p \ q, c ==^ p :r\ 

g) b^=^pq:r, c^priq^ h)c=»»2 — mn, &=(w — n)f^»i^— n^; 

i) ö=-/^V4^?)+?(?=P^), c=yp^(p^+2q^)+q^ {q'+^p^^ 

9. Berechne (mit Hülfe eines gleichschenkelig-rechtwinkeligen, 
eines gleichseitigen Dreiecks und mittelst der Theilung einer Ge- 
raden nach dem goldenen Schnitt) die vier ersten Functionen von 
450, 30^ 60^ 72«, 18». 

10. Die Functionen des Winkels a in einem rechtwinkeligen 
Dreieck zu berechnen, in welchem a) a=2b\ b)«=^c; c)a'\'b'=l\c\ 

d) ö — i^= — c ist. 
^ fit 

11. Die Functionen des Winkels a in einem rechtwinkeligen 
Dreieck zu berechnen, wenn gegeben sind a) die Kathete a und 
die Höhe h auf der Hypotenuse, b) die beiden durch die Höhe 
auf der Hypotenuse gebildeten Abschnitte, c) eine Kathete und die 
Frojection der anderen Kathete auf die Hypotenuse, d) der Flächen- 
inhalt F und die Hypotenuse. 

12. Man berechne a) a aus sin a=f, c=20,5; b) b aus c=3,5, 
cos a==0,44; c) «aus ^=2^, tanga=a3|; d) c aus fl(«=0,021, 
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sina=0,552; e) tr aus &=1 2,71; cos «=0,099,- f) & aus ö=»4, 1235, 
lang «=1,278285. 

13. Die Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks aus dem 
Flächeninhalt gleich 12 D^ und der Tangente eines Winkels 
gleich 1^ zu berechnen. 

14. Die nicht gegebenen Seiten und den Flächeninhalt eines 
rechtwinkeligen Dreiecks zu berechnen aus a) ^=1,45, tanga== 1,05; 

b) = 24, cos «=0,28; c) ^^=117, sin «=0,352. 

15. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu construiren, wenn ge- 
geben sind a) c und tang ««==:/;): n; b) a und cos « = p : g; 

c) b und sin « = 1 : j?. 

16. Construire (mittelst des Transporteurs) Winkel von 5®, 
10», 1 5», 25», 35^ 40«, 50», 65», bestimme durch Abmessen der nöthigen 
Längen (mittelst eines Transversal-Maassstabes) die Functionen der- 
selben und gieb die Abweichungen der Besultate von -den genaueren 
Werthen der folgenden Tabelle an. Woher rühren diese Fehler? 





sinus 


cosin 


tang 


cotang 




sinus 


cosin 


tang 


cotang 


10» 
15« 
25« 


0,087 
0,174 
0,259 
0,423 


0,996 
0,985 
0,966 
0,906 


0,087 
0,176 
0,268 
0,466 


11,430 
5,671 
3,732 
2,145 


35» 
40» 
50» 
65» 


0,574 
0,643 
0,766 
0,906 


0,819 
0,766 
0,643 
0,423 


0,700 
0,839 
1,192 
2,145 


1,428 
1,192 
0,839 
0,466 



17. Construire mit Hülfe der vorstehenden Tabelle und eines 
Transversal-Maassstabes Winkel von 5», 10», 15» u. s. w. 

18. Bestimme mit Hülfe der vorstehenden Tabelle die Längen 
der Katheten eines rechtwinkeligen Dreiecks , in welchem ^ = 1, 
a = 5» ist; ebenso die nicht gegebene Kathete eines rechtwinke- 
ligen Dreiecks für « = 10», ft = 1 , sowie für « = 15», a = 1. 

§. 2. Erklärung der trigonometrischen Functionen 
als Linien in einem Kreise mit dem Radius 1. 

1. Beweise: Die Secante eines Winkels ist grösser als die 
Tangente, die Cosecante grösser als die Cotangente desselben*). 

2. Construire einen Winkel, a) dessen Cosecante gleich 2 
ist, b) dessen Cosinus gleich der Hälfte des Sinus ist, c) dessen 
Sinus gleich der Hälfte, einem Drittel, u. s. w., einem n'*' der 
Tangente ist. 



*) Selbstverständlich im 1. Quadranten (vergl. §. 3); im Uebrigen 
gilt der Satz nur von den absoluten Längen der Linien. 

1* 



4 Die Functionen als Linien. [§. 2. 

3. Es sind zwei Winkel a, ß gegeben; man construire die 
Ansdrttcke : a) sin (a + /S) — sin a ; b) tang (a +^) — sin (a + p) . 
+ tang a — sin a. 

4. Den Winkel a zu constmiren, wenn für eine gegebene 
Einheit r eine Linie p gegeben ist gleich a) sin a -)- cos a\ 

b) sin a — cos a; c) tang a'{'seca'j d) sec a — tang a; e) cotg a 
+ cosec a; f) cosec a — cotg a. 

5. Bestimme a so, dass sin a »s cos a ist. 

6. Wie gross muss cc sein, damit sin a gleich der Hälfte 
der Seite des in den Kreis beschriebenen regelmässigen n-Ecks ist? 

7. Mit Hülfe eines in den Kreis beschriebenen regelmässigen 
Vierecks, Sechsecks und Zehnecks die Sinus von 45^ 30^^ 18^ 
zu berechnen. 

8. Zeige mittelst einer Construction, dass 2 sina>sin2i]( ist. 

9. Beweise : a) Der Sinus der Summe zweier spitzen Winkel 
ist kleiner als die Summe der Sinus der Summanden; b) die Tan- 
gente der Summe zweier spitzen Winkel ist grösser als die Summe 
der Tangenten der Summanden. 

10. Gegeben sei ein Winkel a; man soll einen Winkel ß 
construiren, so dass a) sin /3 = 2 sin a; b) cos /3 == ^ cos a; 

c) tang /3 BS 3 tang a ist. 

11. Beweise mit Hülfe einer Construction, dass für jeden 
(spitzen) Winkel a die Formel: a) (tanga — sina)^ + (l ~cosa)^ 
ss(seca — 1)2; b) (coseca — seca)2=(l — tsngccy-^-^coiga—l)^ 

gilt. 

12. Der Sinus eines Winkels sei gleich ä; wie gross würde 
die der Sinuslinie entsprechende Linie desselben Winkels sein, 
wenn der Badius des Kreises nicht gleich 1, sondern gleich r 
angenommen wäre? Ebenso ftlr die übrigen Functionen. 

13. In einem rechtwinkeligen Dreieck ist die Hypotenuse 
gleich c und sin aB=mj cos a «= n bekannt , man berechne die 
Katheten. 

14. Für einen Kreis, dessen Eadius gleich 1 ist, habe Jemand 
zu allen Centriwinkeln von Minute zu Minute die zugehörigen 
Sehnen berechnet und die Resultate in eine Tabelle niedergelegt. 
Wie kann der Besitzer einer solchen Sehnentafel mit ihrer Hülfe 
aus einem Centriwinkel a und dem Badius r eines beliebigen 
anderen Kreises a) die zugehörige Sehne , b) das zugehörige Seg- 
ment berechnen? 
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15. Wie würde eine solche Sehnentafel zu verändern sein, 
damit aus derselben eine Tafel der Sinus werde? 

16. In der Planimetrie wird gelehrt, dass aus dem Radius r 
eines Kreises und der Seite s des demselben einbeschriebenen 
regelmässigen n-Ecks die Seite x des einbeschriebenen regel- 
mässigen 2n-Ecks durch die Formel a; «= ]r 2r' — 2rj/r*— *^5*, 
die Seite y des umbeschriebenen regelmässigen n-Ecks durch die 

Formel y = .,. , , ^ berechnet werden könne. Welche trigono- 

metrischen Formeln erhält man .hieraus, wenn man den Centri- 
winkel des n-Ecks gleich 2a^ den Badius r »» 1 setzt imd s, x 
und y durch trigonometrische Functionen ausdrückt? 

§. 3. Functionen bei veränderlichen Winkeln und 

Winkeln höherer Quadranten. 

1. Welche Functionen nehmen bei wachsendem Winkel im 
ersten Quadranten zu und im zweiten (ihrer absoluten Länge nach, 
also ohne Bücksicht auf das Vorzeichen) ab? 

2. Welche Functionen haben im zweiten Quadranten posi- 
tive Werthe, welche im dritten, welche im vierten? 

3. Welche Functionen haben für negative Winkel genau 
denselben Werth, wie die gleiche Function des entsprechenden 
positiven Winkels? 

4. Für wie viele verschiedene Winkel ist, wenn vom Vor- 
zeichen abgesehen wird, der Sinus gleich ^? 

6. Wie viele Werthe können dem Winkel a incosa=-|-f 
zukommen , wenn Winkel der vier Quadranten von bis 360^ in 
Betracht kommen, und in welchen Quadranten liegen sie? 

6. Wie viele Werthe können dem Winkel a in sin a = ^^ 
zukommen, wenn nur Winkel unter 180® in Betracht kommen? 
Wieviel in cos a = ^, in tang « = |^, in cos a = — |^, in 
cotg a = — 7? 

7. Welche Functionen eines Winkels eines Dreiecks bestim- 
men denselben unzweideutig, welche zweideutig? 

8. Welche Functionen eines Dreiecks winkeis können negativ 
sein, und in welchem Falle sind sie es? 

9. Berechne die Ausdrücke: a) a . sin 0® + * . cos 90® 
— c , tang 180®; b) a . cos 90® -r- ^ . tang 180® + c . cotg 90®; 
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+ {P — q) cos 180^ e) («2 —b^ cos 360« — 4kab sin 270«; 

f) (m^-n^) cotg 270« + 2mn: cos 180« — (m^+n^): sin 270«; 

g) 7 . sin 360« + 11 . cos 270« + 21 . cotg 0«; h) ^ ' *^f^?^ 

»/ ' I "^ » y y.COB 180® 



"~a:. sin 270«' ^^ a coaec 90»+ * cosec 270» ' (a + &) 



8ec360® — ftcosSeO® 



008 0«— 2fl sin 180«' 
k) x^ sin (a — /5) — xy cos (a — ß) + y' tang (« — /S) für /S = a; 
1) «2 (a + 3*) cos (a — ß) + 3ab {a + b) , sin ((« — /J) + 
b^(b-{-3a): cos (a--/3) für a=/J ; m) i» cos {(x+ß) für a = 90«— /S ; 

n) ^ sin «- (a-^Z.)^ cos (90«- «) für a=90«; o).^ 
-- b cosa — (fl-M^55?i für a = iS = 180«. 

10. Bestimme die Werthe von sin 450«, tang 540«, cos 630«, 
cotg 720«, sin 810«, cosec 900«. 

11. Drücke folgende Functionen auf zweifache Art durch 
solche von Winkeln des ersten Quadranten aus: 



1. sin 172« 

2. cos 100« 

3. tang 126« 

4. cotg 95« 

5. cos 179« 



6. sin 145« 

7. tajig 99« 

8. sec 100« 

9. cosec 157« 
10. cotg 91« 

16. sin 144« 9' 33 

17. tang 152« 48' 7 

18. cotg 169« 21' 48 

19. cos 104« 51' 11 

20. sin 122« 22' 17 

29. sin 204« 12' 

30. cotg 264« 39' 

31. sec 245« 19' 



114« 58' 
132« 11' 
99« 29' 
135« 12' 
139« 17' 



k/A 



wrr 



v'/ 



i// 



26. cos 194« 

27. tang 300« 

28. cosec 271« 



35. sin 283« 49' 32" 

36. cosec 181« 1' 1" 

37. tang 269« 15' 15" 



11. tang 

12. cos 

13. cosec 

14. sin 

15. cotg 

21. cos 96«22'11",4 

22. tang 96« 25' 0",7 

23. sin 133«49'21",8 

24. cotg 121« 1'47",6 

25. cos 127«59'59",9 

32. sec 344« 18' 32" 

33. tang 212« 48' 44" 

34. cos 274« 9' 52" 

38. cotg 273« 51' 19",4 

39. cos 195« 33' 7",7 

40. sin 189« 49' 38",1. 



12. Vereinfache folgende Ausdrücke: a) a cos (90« — a) ' 
+ & cos (90« + a); V) m cos (90« — a) sin (90« — a); 
c) (a — b) tang (90« — «) + (a + b) cotg (90« + a); 
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d) ö*+ b^—2ab cos (180»— y) ; e) a sin [180»— (a+/3)] : sin a; 

f) sin (9(fi+a) . cos(180^ — /J) + cos (90^ + «) . sin (180«— /S); 

g) cos (1800+a) . cos (270<>— /J) — sin (180«+«) . sin (270»— /J); 

h) tang « + tang (— ß) — tang (180« + ß)] 

.V aBin(1800— «)-~68in(90Q--tf) , x m3cotg(1800— «) . pq*sm{9(fi+a) _ 

^^ a tang {W+a)+h tang (90«- a) ' ^ p* ^ coa (ISO«— a) * m» cotg (90"+ «) ' 

-V n sin a . tang(f80°+ a) ^ 
^ tang a.cos (900— a) ' 

V (a«—&«) cotg (1800— «) _ (a«+6») tang (900— tt) ^ 
^^ , tang (900— a) cotg(1800— «) ' 

V sin (900+ g) C08 (900—«) , sin (18Q0— «) cos (9004-g) , 
^' cos (1800+ a) + sin (1800+ «) ' 

K tang (1800+ a) sin (90^+ a) cotg a 



sin (900 — a) cotg (270« + «) tang (1800— a) ' 

. ^in (2700— of) tang (1800 — 13) . cotg (900— «) sin (y — 900) 
P^ tang (1800 +/J) cos (180«- «) ' cos (1800— y) tang (— a) ' 

tang (900+ «) cos (2700— «) cos (— a) 



.q) 



cotg (1800+ «) sin (2700+ a) 



V tang (2700— a) cotg (900+ «) , sin (2700+ d) cotg (2700— «) 
'^ sin (2700+ a) cotg (—«) "T cotg (2700+ a) 

13. Zu beweisen: 

a) sin (450« + «) — sin (270® — a) = 
sin (460<^ — a) — sin (270® + a) ; 

b) cos (90« + a) . cos (180« — a) + 
sin (90« -f a) . sin (180« + a) = 0; 

c) tang (180«— «) : tang (270«-^ a) = 
cotg (90« + a) : cotg (180« + a); 

d) [sin ( — ä) + cos ( — «)] : [tang ( — a) — cotg ( — «)] 
= [sin (90« + a) + cos (270« — «)] : [cotg (180« + a) 

+ tang (360« — «)] ; 

e) (ö + Z>)2 : cos (360« - a) + 4öi? : sin (270« - a) 
= (a — «>)2 : sin (90« + a) ; 

f) (a + &)»isina+accos(90«+a) = «>csin(180«— a) 

— a(rn—c) sin (180« + a) — & (»i — c) cos (270«— a) ; 

X fl«cotg(1800+tt)+ft«tang(900j-tt) _ (a+&) tang(2700 — «) 
^^ (ö—Ä) cotg (1800 — a) tang (2700 +a) 

14. Bestimme zu jeder der folgenden Functionen denjenigen 
Winkel eines höheren Quadranten, für welchen die gleiche Func- 
tion denselben Werth hat: a) sin 12«; b) sin 84«; o) sin 38«; 
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d) cos 26^ e) tang 45^ f) eotg 72^; g) cos 120«; h) tang 91<>; 
i) sin 191«; k) cotg 120'» 9'; 1) sin a. 

15. In welchem Quadranten liegt ein Winkel a) dessen 
Sinus und Cosinus beide negativ sind, b) dessen Tangente und 
Cosinus negativ sind^ o) dessen Cotangente positiv und dessen 
Sinus negativ ist? 

16. a) Der Sinus eines Winkels, welcher den halben Qua- 
dranten um eben soviel übertrifift, als ihm selbst an 90® fehlt, 
ist gleich cos X', wie gross ist x? b) Einem Winkel a fehlt an 
45« eben soviel, als ein anderer ß darüber hat; wenn nun 
log sin a = 171, log tang a^an ist, wie gross ist dann log cos ß 
und log cotg /S ? c) Gegeben 2 ö+^+c=180«, log cos ^ {b'\-c)=m ; 
gesucht log sin a, 

17. Für welche Werthe von a ist sin a -f- cos*« positiv, 
für welche negativ? Man veranschauliche das Resultat durch 
eine Zeichnung, etwa indem man im Kreise die den negativen 
Werthen entsprechenden Sectoren schattirt. 

18. Ebenso für sin a — cos a. 

19. Ebenso für (sin a — cos a) : (sin a -j- cos a). Wie kann 
man die hierfür entstehende Zeichnung aus den beiden vorigen 
ableiten? 

20. In ähnlicher Weise können folgende Ausdrücke be- 
handelt werden: tang a + sin a; tang a+cotg a; tang a — cotg «; 
sec a + tang a , u. dgl. m. 

21. Man beweise folgende Relationen unter der Voraus- 
setzung, dass die Vorzeichen auf den rechten Seiten unbeachtet 
geblieben sind: 

sin a + cos a ^ 1 ; tang a + ^^tg a ^ 2 ; tang a^+ cotg a* ^ 2. 

22. Ebenso sin a — cos a ^ V^\ sin a . cos a ^ J; 
sec a -f- cosec « ^ 2; sec a — cosec a ^ 2 (sin « — cos a), 

§. 4.^ Beziehungen zwischen den Functionen 

desselben Winkels. 

1. Die übrigen Functionen des spitzen Winkels « zu be- 
rechnen aus a) sin a «= 0,8; b) tang a = 2,4; o) cos a «= 0,28; 
d) cotg ««=1,05; ©) sin a=^; f) sin a=-^; g)co8a=^\^; 
h) cos a — :^; i) tang cc ™ 8^; k) cotg a = 16^. 
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2. Die übrigen Functionen des Winkels cc zu berechnen aus 

a) sin a =» — 0,352 ; b) tang a = — 4,1066 . . ; c) cos a = — 0,2; 
d) sin a = -1; e) co8 a = -|; f) cotg a = 0,5. 

3. Ebenso aus a) sm a = ,. . . ; b) cos a = ; 

rl+m* a 



c)seca=p|==; d) cosec a = ^-::;:^ ; e)tanga=-; 
f ) cotg a = y^EZ' 

n 

4. Verwandele folgende Ausdrücke in andere, welche nur 

., ,, V . 9 , tanga cotgtt 

sm a enthalten : a) sm a cos a' h ^^. — ; 

^ ' cos tt cos a sm a ' 

1. X . I cos a sin a \ . 9 i ■< 9 

b) cosec a . sm a + — r .; c) tang a' + 1 — cosec «^ 

^ ' cotg a cos ««' ^^ ö ' 

+ 2 sin a cos a ; d) seo «^ — tang «^ + cos «^ — cotg a^. 

5. Ebenso die folgenden in solche , welche nur cos u 

enthalten : 

V sma« , tang« . ^. ^^^ ^ 1_ , tang«, 

^ cos tt "^ cotg a ' '^ cos tt "^ sin tt ' 

c) cotg «^4" ^^^fif ^^ — si^ ^^ — cos«^ ; d) sin a . cos a . tang u . cotg a, 

6. Ebenso die folgenden in solche, welche nur tango( ent- 
lialten: a) cotg« + sec« — cosec a; b) (1 + cos«) (1 — cos«) 
+ tang a (cotg «^ — 1) ; 0) sin « cos a + cos a tang a -j- cotg a sina ; 
d) (1 — sin a cos «):(!+ sin a cos a) — cotg a sin a, 

7. Ebenso durch cotg a auszudrücken: 



a) 1 + tang a — ^sec «^ — 1 ; 

vx CQs <^ I ^1 — sin a« . tang a „^„ ^ 

"] i7T==i + : -0— ^— • COS a : 

' f^l — cosa« ' 1 — costt* ' 

0) cotg a tang «^ + cosec «^ — 1. 

8. Ebenso durch sec ß\ a) 1 + tang /8* — cotg /8^; 

b) cos/S + ^^g^'p^^° '^ + ^V; 0) sin/J . cos/8 . cotg/J. 

9. Ebenso durch cosec y : a) aip y + cos y ; 
b) tang y — cotg y ; 0) sec y -f" ^^ Y + ^^^ Y- 

10. Berechne die Functionen des Winkels Xy für welchen 
a) 9 sin a;^ + 27 sin o: = 10; b) cos o; = 2 — 3 cos o:^; 
0) (2tanga; + l):(2tanga; — l)+(2tanga?— l):(2tangx+l)=3|; 
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d) 2:cotga:-t-cotga;:2 = 2cotga:; e) (6258ina;+98)sina:=527; 
f) 20tanga;(tanga:— i)=^(tanga; — 1) — 1; g)(coBa; — 2):(cosa; — 4) 
=cosa:4--g*ff; k) (3:cosa:-r4:)2 — (1 — l:cosa:)^«=3 ist. 

11. a) Der Cosinus eines Winkels verhKlt sich zu seinem 
Sinus wie 9 zu 40. Wie gross sind beide? b) Wieviel beträgt 
der Sinus eines Winkels, dessen Tangente sich zu seiner Co- 
tangente wie 1 zu 4 verhält? 

Die Richtigkeit der folgenden Formeln zu beweisen: 

Anleitung: Man forme eine Seite der Gleichung um, indem man 
die in ihr vorkommenden Functionen auf eine möglichst einfache Weise 
durch solche der anderen Seite auszudrücken sucht, oder man nehme 
anf beiden Seiten derartige Umformungen vor, indem man sie durch 
dieselben Functionen auszudrücken sucht, bis man beiderseits den- 
selben Ausdruck erhält. 

r, . . , „ , cos a + cotg tt tang a + sec a 

Beispiel. Zu beweisen: ' ^— = r — . 

^ cos a — cotg a tang a — sec a 

a) Man setze auf der linken Seite cos a «» 1 : sec a, cotg a =» 1 :tang a 
und erweitere dann mit sec a . tang a, b] Man setze rechts tang a 
:= 1 : cotff a, sec a = 1 : cos a und erweitere dann mit cos a . cotg a. 
c) Man drücke zunächst tan^ a und cotg a durch sin a und cos a aus, 
erweitere links mit sin a und dividlre Zähler und Nenner durch cos a ; 
auf der rechten Seite erweitere man mit cos a. Beide Seiten werden 



dann gleich . "^ * —. 
° sm a — 1 

Anwendung 12. a) «"^ « + COS « = gi^ « . seC « + 1 : 

von Bin a . / ne\a jw ■ ' 



von sin a , * f COS a 

C08eca=: 1, 



etc. sin ß + tang ß . /, j. ä i t 

^) t^p = ^^^^ ' ^^^^ + ^• 

^ o \ sin y + cos y 

13. a) W ^— = sm y . cos y : 

m '^ sec y -f- cosec y ' ' ' 

, N sin d + tang d • j& x Jt 

«>) . *. , ^-3 *= Sin o . tang o: 

^ cotg d 4- cosec a ° ' 

V sin « + cotg s ' ^ L ^ 

c) 7 7 — r^^ — = sm £ . cotg £. 

^ tang s + cosec s ® 

^ M N cos X + sec X cos a?' + 1 

14. a) = = -- — i 7 



b) 



COS X — sec X cos a:* — 1 ' 

tang a; -|- cotg a? tang a?* + 1 

tang X — cotg a;* tang x^ — 1 * 



^ K V . 2 1 + sm y* sin y* — 1 

15. a) sm v^ = -^ — s—r ^ — • = — — i-^ «; 

' ^ Bin y* + cosec y* sm y« — cosec y* ' 

b^ tanff «/2 = '^^-tangy^ ^ tang y< — 1 
"/ o " tang y* + cotg y* tang y« — cotg y« ' 

16. sin z^ . tangz^ = (sin z^ + tang z^) : (cotg 2:* + c^sec z'^\ 

- /sinp + tangp Y ^ sinp' + tangy 
* vcosec /} + cotg ß/ cosec |S« + cotg p* ' 
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18. (sin y + cos y + tang y) : sin y . cos y . tang y 
= sec y . cotg y + cosec y . cotg y + sec y . cosec y. 
l -^ ein (p 1 + sec qp sin qp sec (p 



19. 



1 + cos 9 * 1 + cosec qp cos q> cosec y 



on l + sin X cosec l -}- 1 

1 — Sin A cosec X — 1 

Anmerkung. Zu jeder der Formeln 12 — 20 lassen sich leicht 
andere, analoge bilden. Die Aufsuchung derselben kann hier, wie auch 
in späteren Fällen, zur Uebung dienen. 



26. 



cosa 



21. a) tang ft = sec /*: cosec ft; b) cotg /x = cosec ft : sec ft. ^fi^tT 

22. a) sec ip + cosec ^ = (tang ^ + 1) : sini^; 
b) sin ^ + cos ^ = (1 -|- tang ^) : sec.^. 

23. sin ß cos y + cos ß cos y + sin /J sin y -\- cos ß sin y 
(1 -}■ ^Migf /^ + ^^^S y "f" ^*^& ß • ^s-^^ y) • cos /3 . cos y. 

25. 1 + tanga:+tanga;^=(sina;^-|-sina;cosa:+cosa;^):cosa;^. 

sin a? + cos j? tang a; + 1 1 -f- cotg as 

sin a? — cos x tang x — 1 1 — cotg x 

27. (sin «^ — cos «^) : (sin a . cos a) = tang a — cotg a. 

28. (l + tang/J)(l + cotg/J)=(sin/3 + cos/J)2: (sin/5. cos/8). 

29. (1 + tangy) cos y^ == (cos y^ — sin y^) : (1 — tang y). 

30. (sec 'ö' cotg d' — cosec d' tang d") : (cos # — sin -d*) 
= cosec d" sec -O*. 



31. a) sin a = f/(l + cos a) (1 — cos a); o!^/=i. 
b) cos a = J^(l + sin a) (1 — sin a). 

32. a) tang ß = /(l — cos/J«) : (l — sin/J^) ; 
b) cotg /3 = /(l — sin /J2) : (1 — cos ß'^). 

33. a) sin y = j/(sec y^ _ i) : (i -|- tang y^) ; 
b) cos y = ^(cosec y^ — 1) (cotg y^ + 1). 

34. a) sec * = /(l + cotg d'-«) : (cosec 8^ — T). * 
b) cosec tf =» ]f/(l + tang *2) : (gec 8^—1), 

oc i j. 1 — 2cosm* 

35. tang w — cotff w «» . 

° ^ ° ^ sin qp . cos 9 
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36. tang x = sin a? : (cos x — cos x^), 

37. sin y' + tang y' «= (1 — cos y*) : cos y\ 

38. a) sin z :(1 — cos ^) = (1 + cos z) : sin Z] 

b) (sec z — 1) : tang z ■= tang z : (sec 2: + 1) ; 

c) (cosec z — 1) : cotg z = cotg z : (cosec z + 1). 

39. tang v + cotg t; «= cot t; : cos v^. 

40. tang -Ö" . sec -ö" . cosec -Ö*^ — tang d* . sec ^ = cosec -d*. 

41. a) sin k^ + tang A:* = sec k^ ■— cos k^; 

b) sin /r^ -f" ^^^ ^^ °^ cosec /r^ — cos A:'; 

c) tang k^ — cotg k'^ = sec k^ — cosec k\ 

42. a) sin «^ + sec a* = (1 + cos «^ — cos «*) : (1 — sin «') ; 
b) sin a^ + cosec «^ = (1 + sin a^) : sin a^. 

43. a) (sin/J + cotg/5)2 = (1 + 2 cosj» — cos/J^ — 2 cos/33 

+ cos/}*) : sin j8^; 

b) (sin/S — Qotgßf = (1 — 2 cos/J — cos/J* + 2cosj33 

4" cos ß^) : sin ß^ ; 

c) (cos/8 4- tang /J)^ = (1 + 2 sin j3 — sin /S« _ 2sin ß^ 

+ sin/J*) : cos/J^; 

d) (cos ß — tang/J)2 = (1 -- 2 sin /J — sin /8' + 2 sin/J* 

+ sin /J*) : cos /J^. 

44. a) (sin y + cotg y)^ + (sin y — cotg yy = 

2(1 — cos y^ 4" cos y*) : sin y^ ; 

b) (sin y + cotg y)^ — (sin y — cotg yY = 
4 (cos y — cos y^) : sin y^ = 4 cos y. 

45. cosec d* + secd' = (tangd + cotg dy = sec d^ cosec d^. 

46. (sin X + cos xy 4- (süi x — cos xy = 2. 

47. a) sec o; — cos o; »= sin a; . tang o;; 
b) cosec X — sin o; BS cos o: . cotg x. 

48. a) 2 sin y + 2 cos y + sec y -|- cosec y = 

(sin y + cos yy : sin y . cos y ; 

b) 2 cos y — 2 sin y + sec y — cosec y = 
(sin y — cos yy : sin y . cos y. 

49. a) 4 cos y + 2 sec y = [(sin y + cos y)^ + 

(sin y — cos y)^] : sin y . cos y ; 
b) 4 sin y + 2 cosec y = [(sin y + cos y)^ — 
(sin y — cos y)*] : sin y . cos y. 
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RA ^ 8 "i ^ 4" cos ^ sec 6* 4" cosec 9 

^ sin -O- — cos -Ö* sec d- — cosec ^ ' 

, X sin ^ -f ^flJ^g '^ cotg «O* + cosec -O* 

'^ sin «d" — tang & cotg -ö* — cosec &•' 

51. sin A 4" cos A = + ](/ 1 -f- 2 : (tang X + cotg A) , 

positiv, wenn X zwischen — 45° und 136°, negativ, wenn l zwischen 

135<> und 315<> liegt. 

52. (sin a + tang a) . (cos a + cotg a) «= (1+ sin a) . (1+cos a). 

53. (sina + ^ös ^) • (^ec a + cosec«) = 2 + tang« + cotga. 

... 1 + sec ß . A 1 + cos Ä 

54. T—r -^=tangp.T-H — —^. 

1 + cosec ß ® '^ 1 + sin j3 

sin 07 -f- sin ^ tang j? . sec y + sec x , tang y 

cos X + cos y sec x + ßcc y 

sin a? + sin y tang x . sec y + sec a? . tang y 

sin a? — sin y tang x . sec y — se^a; . tang y ' 



55. 
56. 
57. 



tangz cotg z* — 1 ^ 

1 — tang z* * cotg z 



58. a) tang(90ö -faf — cotg (90^+a/ = cosec a« — sec «^ ; 9oh^« 

b) tang (180® + ß) : sin (180® — ß) + cosec (270<> — /8) = 0; 

c) cos (180<> — y) . sin (180'> + y) . tang (90<> — y) — 

cos (90® — y) . cos {90^ + y) = 1 ; 

d) cotg (180® + a) . cos (270<^ — a) : cos (360® — a) + 

cos (90«— «) . sin(180ö— a) — cos(1800 + a) . sin(90<>— a) =0; 

e) sin (180»— aj^ +sin(90»+a)^ =sec(360»-a)^ —cotg (270«— af. 

59. Zu berechnen a) aus sin 15® = ^Y^ — j/3 die Func- 
tionen von 105«; b) aus cotg (45® + ^) =P ^^^ cotg (45® — a) ; 
c) aus a + 2/S + 2y a= 180®, cos (jS -|- y) = ^ ^^^ sin ^a. 

Folgende Gleichungen aufzulösen: 

Anleitung: Die nachstehenden Gleichungen enthalten nicht die 
Unbekannte x selbst, sondern trigonometrische Functionen derselben, 
und können daher auch nicht unmittelbar auf x aufgelöst werden. Da 
aber jeder Winkel oder Bogen im Allgemeinen bestimmt ist , sobald 
man nur den Werth einer Function desselben weiss, und wir später 
ein Mittel kennen lernen werden, um aus diesem Werth den Bogen 
selbst finden zu können (Aufschlagen in den trig. Tafeln), so genügt 
es, statt X selbst eine solche Function als die gesuchte Unbekannte zu 
behandeln. Die nachstehenden Gleichungen liefern, sofern sie bestimmte 
Zahlenbeispiele sind, meist solche Werthe, für welche sich die zuge- 
hörigen Winkel leicht durch einfache geometrische Betrachtungen er- 
geben. 

Enthält eine Gleichung mehrere Functionen desselben unbekannten 
Winkels, so hat man sie zunächst so umzuformen, dass man eine Glei- 
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chung mit nur einer Function desselben bekommt. Entweder wählt 
man unter den vorhandenen Functionen eine und druckt alle übrigen 
durch diese aus, oder man führt eine neue Function ein, auf welche 
man alle yorhandenen bezieht. 

Es sei z.B. die Gleichung 3 tang j; = 2 cos x aufzulösen, so kann 
man 1) tangx durch coso?, oder 2) cosa; durch tangx ausdrücken, 
oder man führt etwa 3) sin x ein, indem man aus 3 sin j; : cos x »s 2 cos x 
die neue Gleichung 3 sin x »^ 2 cos a^ oder 3Bina;Ba2 ~28ind;' bildet. 
Aus letzterer erhält man dann leicht sin o; <» 4 und sin a; => — 2. Yon 
diesen beiden Werthen ist der letztere unmöglich. Der Anschein, als 
ob so eine mathematisch richtige Entwickeiung zu einer sinnlosen 
Folgerung führen könne, hebt sich durch folgende Betrachtung: In- 
dem in der Gleichung 3 sin j; »» 2 — 2 sin o;* die Grösse sin o; cus Un- 




man wirklich statt sin x etwa y ein, ^o sieht man sofort, dass die Glei- 
chung 3 y = 2 — 2 y', welche hier aufjg^elöst worden ist, die zwei Wur- 
zeln y =«1 und y =a — 2 hat, indem die Bedingung y < 1 ^nd y > — 1 
in diese Gleichung nicht aufgenommen ist. Dieselbe muss also noch 
nachtr^lich erfüllt wercTen. Es er^iebt sich somit allgemein die Noth- 
wendigkeit, die bei dem Auflösen einer solchen trigonometrischen Glei- 
chung erhaltenen Wurzelwerthe auf ihre Zulässigkeit zu prüfen. — 
Man hat nun noch für die obi^e Gleichung die einzige Auflösung 
sin 07 =»4^, und man weiss, dass srnSO^»^ ist. Da aber hieraus nicht 
noth wendig folgt, dass auch umgekehrt jeder Winkel, desseu Sinus \ 
ist, gleich 30^ sein müsse, so erfährt man hierdurch nur, dass xs=»30^ 
sein kann, hat aber noch zu untersuchen, ob nicht noch ausserdem 
Winkel existiren, deren Sinus ebenfalls gleich ^ sind. Da nun bekannt 
ist, dass zu einem positiven Sinus stets zwei Winkel, welche sich zu 
180® ergänzen, ausser diesen aber keine weiteren in den 4 Quadranten 

fehören, so hat man als zweite Auflösung x = 180<> — 30° = 150**. Man 
ann endlich den Begriff des Winkels derart ausdehnen, dass man von 
Winkeln redet, welche mehr als einer Umdrehung entsprechen, und von 
negativen Winkeln, und man sieht ein, dass dann alle diejenigen Win- 
kel mit irgend einem gegebenen dieselben Functionen haben , welche 
durch Addition von 360® oder einem Vielfachen von 360® zu diesem 
entstehen. Daher ist für das vorliegende Beispiel a? = 30® ± » . 360®, 
Xi = 160® ± n . 360®, wo n = oder gleich einer beliebigen ganzen Zahl 
ist. Allgemein ergiebt sich daraus, dass zu jedem bei Autlösung einer 
solchen trigonometrischen Gleichung gefundenen Functionen -Werth 
unzählig viele Winkel gehören. (Transscendente Gleichungen haben 
unzählig viele Wurzeln.) Von diesen liegen nur 2 in einem der vier 
ersten Quadranten; dieselben sind die Haupt- Auflösungen. 

Als ein zweites Beispiel diene die in den Anwendungen der Tri- 
gonometrie häufig vorkommende Gleichung 

a . sin X -}- b . cos j? = c. 

Wollte man hier cos x durch sin x ausdrücken, so würde man aus 
b . cos X >= c — a.sinx durch Quadriren beider Seiten und die Substi- 
tution cosa;^s=l — «ino;^ eine quadratische Gleichung für sino; und 
durch Auflösen derselben 

ae±bV^+b^ — c^ 

emx = =^ — \, . ' 

fl« + 6« 

erhalten. Dieses Resultat liefert zwei Werthe für sino;, von denen 
jedoch nur einer der gegebenen Gleichung genügt. Dies rührt daher, 
dass durch das Quadriren die Anzahl der Wurzeln der 
Gleichung verdoppelt wird, denn da 6*.cosa3* nicht nur das 



§. 4.] Beziehungen zwischen den Functionen. 15 

Quadrat von -|- b . cos or, sondern auch das Quadrat von — b . cos w ist, 
80 wurde man durch dasselbe Verfahren aus der entsprechenden 
Gleichung 

a . sin X — b cos a? =» c 

dieselben Resultate gewinnen. Die vorstehende Formel für sin x giebt 
also ausser der Auflösung der gegebenen auch die der letzteren Glei- 
chung, und es wäre daher noch zu untersuchen, welcher Werth der 
einen und welcher der anderen Gleichung zukommt. 

Ganz entsprechend würden Verfahren und Resultat sein, wenn 
man in der gegebenen Gleichung sin x durch cos x ausdrücken wollte. 
Dieser Fall, dass sich zwei Aullösungsweisen darbieten, von welchen 
keine vor der anderen einen Vorzug besitzt, so dass die Wahl zwischen 
denselben nicht auf wissenschafÜicnen Gründen, sondern auf Willkür 
beruhen würde, lässt schon vermuthen, dass es einen besseren Weg 

geben müsse^ dass es also vortheilhafter sein werde^ beide yorkommen- 
en Functionen durch dieselbe dritte auszudrücken. Greifen wir in 
dieser allgemeineren Anleitung über den unmittelbaren Gegenstand 
dieses Paragraphen hinaus, so finden wir aus den für §. 6 geltenden 
Formeln die hier brauchbaren Gleichungen 

sm a? = . t^ \ — i , cos a? = ^ , i^ ' , 

deren Substitution in die gegebene Gleichung zu 

also 

tgja?« -^=^= — —± , 

führt. Diese Formel liefert zwar auch zwei Werthe für tg ^ a;, aber 
wälirend die frühere , wenn wir uns auf die Winkel zwischen 0^ und 
360<^ für X beschränken, zu jedem der beiden Werthe des sin x zwei, 
im Ganzen also vier Winkel ergeben würde, muss hier ^x zwischen 
0® und 180° gesucht werden, und man erhält daher hier für jeden 
Werth der Tangente nur einen, im Ganzen also nur die zwei wirklich 
richtigen Auflösungen. 

Man kann sich endlich auch in diesem Fall, wie in vielen anderen, 
mit Vortheil der sogenannten Hilfswinkel bedienen, welche zuweilen 
für logarithmische Rechnungen einige Bequemlichkeit bieten, 
wenngleich der praktische Werth derselben vielfach sehr überschätzt 
worden ist. Der Vollständigkeit halber möge der Gegenstand, für 
welchen sich im Anhang 3 noch weitere Beispiele finden , auch hier 
schon kurz erwähnt, werden. Da der Sinus und der Cosinus eines 
Winkels jeden Werth zwischen und + 1 > bezw. und — 1 , die 
Tangente und die Cotangente überhaupt jeden reellen Werth, die 
Secante und die Cosecante jeden Werth zwischen -f- 1 und 4- oo, bezw. 
— 1 und — 00 haben kann, so kann umgekehrt jede reelle Zahl gleich 
der Tangente oder der Cotangente, oder, wenn ihr absoluter Werth 
nicht grösser als 1 ist, gleich dem Sinus oder dem Cosinus und wenn 
derselbe nicht kleiner als 1 ist, gleich der Secante oder der Cosecante 
eines Hilfswinkels gesetzt werden. Sind femer zwei beliebige reelle 
Zahlen a, b gegeben, so kann man stets eine reelle Zahl m und einen 
Winkel gt so bestimmen , dass a^^m . cos qp , b=^m .siaq) ist. Durch 

h n h 

Division ergiebt sich nämlich tgqp 3= — , womit sich dann »1= am- — 

fl cosqp smqp 

bestimmt. Auch kann man «* -f- &• == »i* (cos qp* + sin qp*) = w*, also 
m = jKa* -}- 5« setzen. 
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Wenden wir diese letztere Substitution auf die Gleichung 

a sin a; 4~ ^ <^os x=* c 
an, so ergiebt sich 

Dl (sin X , cos 9 -|- cos x . sin tp) «■ r, 
oder 

HR . sin (a? + ffl) s— c; sin (o? + g») «= — . 

Zur Auflösung der obigen Gleichung berechne man also zunächst tp 
aus der Gleichung 

tangy — -, 

und sodann x aus 

. , , ^ c . cos w c . sin q> , • x • % 
sin (x + 9) =■ «=» — V— -^, oder sin {x + 9) 



a. Gleichungen ersten Grades oder rein quadratische, 

mit einer Unbekannten. 

60.8inaj*+sina^— 1. 61.sina;B= — cosa:. 62.sina;.cotga;s=a. 
63. tanga;:cotga;s=&. 64. sina;:cosa:=>c. 65. asino^^-f'^^^'B^^^^- 
66. a sin o; BS & cos jr, a SS b. 67. a sin o; = ^ : sin x. 68. a sin x 
sa&tanga;, a^^2b. 

69. a) a(sina;+tangaj)=&(tanga; — sina:),ö=l,ft=s5+2/5; 
b) a(cosa;+cotga;)=Z>(cotga: — cosÄ;),<ia=l,&a=l+f ^ 5. 

70. a) ö(sina:4-^»nga;)=Z>(l + cosaj); «=&. 

b) a(tanga; — sina:)==&(l — cosa;); a=b. 

c) a(cosa; + cotga;) =^(1 +sinx); = 6. 
d)Ä(cotga: — cosa:)=ö(l — sina;); a=&. 

71. a)fl(sina;4-^^g^)=^(l + cosa;) :cosa;, a = h. 
b) «(tanga; — sin a;)=&(l — cosa:) : cosa:, a=&. 
0) a (cosa: + cotga:)«=& (1 + sin a:): sina:, a«sö. 
d)ö(cotga; — cosa:)=&(l — sina:) : sina:, a=b, 

72. a) a. (sina; + tanga:) : (tanga:— sina:) =* (l+cosa:), 2ö=&. 

b) a . (tanga; — sina:) : (sina:+tanga:) =b (1 — cosa:), 2a=b. 

c) a . (cotga: -f-cosa:) : (cotga;— cosa;) =b (1+sina:), 2a=^. 

d) a . (cotga; — cosa:) : (cotga; 4-cosa;) =& (1 — sina;), 2ä==^. 

73. a) a . (sina;-|- tanga:) : (tanga: — sina:) =ö (1+ cosa;) : cosa:, 

a^Sb. 
b) a . (cotga; — cosa;) : (cotga; -f- cosa;) =^ (1 — sina;) : sina;, 
a = Sb. 
Aehnlich c) und d). 
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h. Aufgaben, welche auf gemischte quadratische Glei- 
chungenoder auf leicht lösbare höherer Grade führen. 

74. a) tanga; + cotga; = flf; b) tang o: + seca; = 0. 

75. a sino; =& cosa:^, «=3,^=2. 76. a sina;=& : tanga:, «=&. 

77. a) sina?.tanga:=fl; b) asina:=^:cosa:. 

78. sina;+cotga;e=ö:sina;,ö = l. 

79. ösina;+&coseca;=c,«=&,c=2a, 

80. ^cosa:=sina;2 — cosa:^. 

81. a tang a?^ + & = c : cos a;. 

82. a sin a:^ + ^ sin a: cos a; + ^ cos x^ «=3 0. 

83. a tang x + b aoigx =:}/a^^2äb. sina; + j/b^-\.2ab. cos x. 

84. (2 tang a; + 3 cotg x) : (4 tang a: — 6 cotg a:) = 

(cos a; + 5 sin a;) : (2 cos x — 10 sin x). 

85. (2 tanga; + 2) : (4 cotga; + 3) = (8 cos a: + 10 sina;) : 

(32 cos a? — 17 sin a;). 

86. cos x'^ — sin x^ + ^^g ^^ = i« 

87. a) a (1+tangy) =^>.cotgy, a=b, oder a=l, b =|(l-f^3 ). 
b) a(l +cotg y)=b.tmgy,a=b, oder ö=| . (/3— 1), b=l. 
c)a(l —tang y) =b . cotgy, ör=4&, oder a=l , ^=3^—5. 
d) ö(l— cotgj,f)=&.tangy,a=4*, odera=4(j5+3j/3 ),«>=1. 

88. a) a (tangy + cotgy) = &, 2 a = & oder -= 2, & =« 5. 
b)a(cotgy— tangy)=^»,ö=2, b^3, oder ö=l,^» = 2. 

89. a) atangy + «>cotgy==c; 2a = 2ft = c, oderö = 2, 

Z?=3,c = 5, oder«=l, ^ = 2/3 — 3, c=2. 
b) ötangy — b cotgy = c, a=b=c, oder 2a=2^=:c, 
odera = 3, ^=1 — 2^3,<;«s6. 

c. Aufgaben mit mehreren Unbekannten. 

90. sina;=ösiny 91. tanga:=siny 92. sina:2-j-cosy*=ö 
tanga;=&tangj/. sina;= 2 cotgy. cosa;^— siny^^Z^. 

93. asina;=&cosy 94. 9tangar+tÄngy=4 95. sina:cosy=a 
sin a;2+siny2=c. 2co%a;+4cot^c«i. cos x siny =b. 

96. cos x sin y + tang x cotg y = 97. sina:=cos y 

cotgx. cotgy — 1=0. 8iny= tangz 

sinz=cotga'. 

BciDT, Aufgaben. I. o 
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98. tang o; -^ tang 2^ 3» a 

tangy -|~ "^fiT ^ "^ ^ 
cotg z — cotg a; = c. 

99. sma;*4"8i^y*4"8"^^^'=^8^^ 4-cosy* — cosz' = 

tango:* — tang y' + tang z^ = 1. 

100. sinx«s2siny; siny=2sinz; 8in2r«=2smt/; 
cos t/Bisino: + siny + sin ^ — 6 sin w. 

§.5. Functionen von Summen und Differenzen. 

1. Berechne sin(a+/J) und cos(a + /5)» wenn a) sina = ^, 
cos a = ^ ](/3, sin /3 = 1, cos /5 = 0; b) sin a = \; cos a = ^, 
sin /J = 3^, cos /S = ^ ist. 

2. Berechne tang (« 4- /3) und cotg («+/?) fttr a) tanga=-, 
tang/8 «=-,p = 7, ^ = 3; b) tang a = 0,2, tang/J = 10. 

3. sec (« + /')» cosec (a + /J) mittelst analytischer Ent- 
wickelung durch die Secanten und Cosecanten von a und /3 aus- 
zudrücken. 

4. Entwickele : a) sin (a + /J + y), b) cos (a + /J — y), 
c) tang (« — /5 + y), d) cotg^(a y). 

5. Entwickele: a) sin («+^+7'+*)» ^) sin(a+/'+y — ^); 
c) sin(a+/J — y — d), d) sin(a— /3 — y— *). 

6. Ebenso: a) cos(a+/S+y+*), b) tang(a — /S + y4-*), 

c) cotg (a — /S+y — *)> d) ßös (a — /J— y+*). 

7 . Die Ausdrücke a) sin (« + /S) : cos (a — /8), b) sin (a — /?) : 
cos (a+/5) durch die Tangenten, c) cos (a+/J) : sin (a — /S), 

d) cos (a — /5) : sin (a+Z') durch die Cotangenten, e) sin (a — /J) : 
sin (a+/5), f ) cos (a — /J) : cos (a+/S) durch die Tangenten, sowie 
durch die Cotangenten der einzelnen Winkel auszudrücken. 

8. Wie kann man aus den Formeln für die Functionen 
von a+/8 die früheren Formeln für die Functionen von 90^+a:, 
90^—0:, 180ö+a: u. s. w. ableiten? 

9. Aus der Formel ftlr sin(a+/J) soll mittelst der frühe- 
ren Formeln für die Functionen negativer Winkel die fUr 
sin (a — /5), sowie mittelst dös Satzes sinaj^ + ^^sor^^l die fttr 
cos (a + /5) durch analytische Entwicklung abgeleitet werden. 
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Kann man in ähnlicher Weise, wenn die allgemeine Gültigkeit 
einer anderen der Formeln fttr sin (^ i /S) , cos (a + ß) ange- 
nommen ist, die Übrigen aus ihr durch allgemein gültige ana- 
lytische Entwickelungen ableiten? 

10. a) Die Formeln für tang (« + /3) und cotg (a+j8) 
werden gewöhnlich aus denen für sin (« + /') ^^^ ^^^ (« + /3) 
auf dem Wege der Rechnung abgeleitet. Man soll eine Ablqitung 
derselben mittelst einer Construction suchen, zunächst unter der 
Annahme, dass alle vorkommenden Winkel spitz seien. 

b) Wie kann man dann die allgemeine Gültigkeit dieser 
Formeln mittelst der Sätze über die Functionen von 90® + a, 
u. s. w. nachweisen? 

c) Aus der Formel fttr tang (a + ß) soll diejenige für 
sin (cc+ß) oder cos(a+ i') <i^^ch blosse Rechnung abgeleitet werden. 

11. In einen Kreis mit dem Radius 1 sei ein Viereck 
AB CD beschrieben, dessen Diagonale CD ein Durchmesser sei 
und den Winkel ACB in ACD = a, BCD = ß theüe. Man 
kann dann leicht die zu den vier Seiten des Vierecks gehörigen 
Centriwinkel durch a und ß^ und dann diese Seiten selbst als 
doppelte Sinus bekannter Winkel ausdrücken. Auf welche trigono- 
metrische Formel führt hierbei der ptolemäische Lehrsatz, dass 
in jedem Sehnenviereck die Summe der Producte je zweier Gegen- 
seiten gleich dem Froduct der Diagonalen ist? 

12. In einem Kreise mit dem Radius 1 sei von dem Centri- 
winkel ECA = X ein Centriwinkel BCA = y abgeschnitten; es 
sei ferner EF±AC, FJ±BC, EG±BC und EG über G 
verlängert , bis sie die durch F zu BC gezogene Parallele in JI 
trifft. Man beweise mit Hülfe dieser Figur die Formeln für 
sin (x — y) und cos (x — y). 

13. a) Welchen Satz erhält man, wenn man den Sinus der 
Differenz {a -{-b) — b entwickelt, dann für sin (a -j- b) substituirt 
und sin a;^ + cos a?^ =» 1 anwendet? b) Ebenso, wenn man den 
Sinus der Summe (a — b) -\-' b entwickelt , für sin {a — b) sub- 
stituirt und sin x^ + cos a;^ = 1 anwendet? 

Die Richtigkeit folgender Formeln zu beweisen: 

14. a) siny=sina.cos (y — a) -|- cos « . sin (y — a); b)cosy 
=« cos cc cos (y — «) -^ sin a . sin (y — a) ; c) siny = sin {ß + y) cos/J 
— cos(/3 + y)sin/3; d) cosy=cos(|3+y) cos ^ + sin (j^ + y)sin/?. 

9 * 



20 



Ftmctionen von Sanunen und Differeneen. 



[8-6- 



15. a)sitL(a — (S)coBj'+sin(^— y)co8a+8iii(j' — tt)cog^=Oi 

b) sin (a — ß) sin y + sin (ß — y) ain a -f- Bin (y — k) Bmß<—0. 

16. a) sinaeos {y — a) + cosasm{y — a)'=sm (ß-\-y) cob(S 

— cos iß+r) sin ß. 

V)coatccoB{y — a) — sin «sin (y— a)i^ coa(ß-i-y)cosß 

+ iim(ß+y)Bmß. 

17. a) Bin(a+/S).ain{<)t — ^) = (sina+sin^).(Bina— sinjS). 
b) cos(a+/3}.cos(a — jS)^(co8« + sin(S) .fcoB« — 

^ (cos ß-\- ain a) . (cos /S — sii^ a). 

18. a) sin {a-i-ß) -cos (a — jJ) =>Bin a. cos a+sin^ .< 
b) sin(a — ß). 008 (a+jS) "= sin c . cos k — amß .coaß. 

19. a) sin {x-^-y) . cos (x — y) + sin (» — y) . cos {x-\-y] 

= 2 sia X . cos iT. 
b) sin (a:+y) , coa {x — y) — sin {x — y) . cos (a:+y' 
=> 2 Bin y cos y. 

20. 8in{)'+Ä) cosy — cos {y — tf)siny=ain(* — 2 sin y'. sind. 

21. sin(y-(-tf)'^siny^ + sin tf*+ 2 sin y sin tfcos (y+ tf). 

22. sin (y-\-i) = cos y cos 3 (tang y -f- lang d). 

23. Bin (qB+V)=i [cos (9)+i(') + coa (^—tlf)'] {taug (p+iaagii). 

24. l-|-sin (g)-(-^)==Bin 9) (Bin9!-)-cos^)-|-cos9!{cos9)+aini('). 

25. sin [i)+*] . [coB)j+c09*]-=[sini)-f-sin»] . [l+co8{^+*)], 

26. sin#.co8(* — A) — sin Acos (■&— Ä)=3in (*— A) cosA. 

27. sin(a + &) + cos(fl — b) «»(sina + cosa) {sin & + cos. 
In ähnlioher W eise Bin (a— 6) + COB (a-|^), sowie sin(fl-|-6) — coa Co— fi) 

nnd 8in(a — 6) ~coa(a + 6) auszudrücken. 

28. sin (o + ft}' 4" ^'^^ (" — Ä)^ -= i + 4 sin a cos a sin ft coa b. 

29. sin(a + &)* — coa(a — &)*^(sina* — cohö*)(cos6*— rsinft'). 

30. tang (« + &} + tang (« — &) = 

2 tang a . aee ft* : (1 — tang ä^ . tang b^). 
Man bilde eine ähnliche Formel für tang (0+6) ~ tang (a-—b). 
1. cotg (« + *) + cotg (O — *) = 

2 cotg « . eosBc b^ : (cotg b'' — colg (/*). 
ihnlich für cotg (a — ij ~ cof« (a+i). 

cosi* — coaa' aino'— Bin6' 



. tang(a + &) . tang(fl — ft) = 

tang(a + J) . cotg {« — *)- 



coa 6' — Bin a' 



cosa'— sinft" 
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33. tanff V = s^^(^+y)~«^P(^-~y) ^ co8(^~y)--cos(^+l^ ) 

cosC«-y)+cos(z+y) 8in(r-y)+8in(z+y)' 

^ ® ^^ *^ 1 T^ COtg p . COtg fl' ' 



1 T tang p . tang q 






^ ^ ^^ — ^'^ tang p ± tang 

OK tang p + tang g ___^ sin (p + y) ^ 

' tang p — tang q gin (p ~ §') * 

nlich ^^^ P + ^^*g ^ tangp + cotgg 
cotgp— cotg j' ' tangp — cotgy' 

COtg p +cotg q "^e/' lang ^— ^otg p - cotg ^ 
37. a) ^3 cos -& + sin -Ö- = 2 sin (60® + -9-); 
b) cos a- + ^3 sin -ö- = 2 cos (60^' + -9-). 

b) cotg(6Q0 + -^) = ^^^^Tn _^ 

— ^ Ks^cotg-e-ii 

39. cos -Ö- + sin -a- = /2 sin (45®+ #) = ]^2 . cos (45®+6') 

40. a) \i^^l = tang (45®+ ^) = ^2^±±^^. 

Mq:tang^ ©^ -i-.^) cos -e- q: sin «• ' 

, X cotg »^:.l __ , 
^ cotg «• ± 1 ~ *^ 

41. sec (a +*) = ^^f ^ • "^^ ^ = c oeec « . cose c b 

^ — ^ 1 + tang a. tang 6 cotg«. cotg 6 ifl 

sec a , cosec h cosec a . sec b 



cotg 6 ^ tang a cotg a ^ tang b ' 
Aehnliche Formeln für cosec (a + &) ! 

42. tanff(ö+Ü^W sin g» - sin 6« ^ sina cosa+sinft cos6 

°^ ' ^ sinacosa — sinftcosÄ cos«*— sin6* 

Aehnlich tang (a — b), 

43 a') ^^ (^+^) + ^Q» (g— ^) ^_ cos 6 4- sin 6 . 
^ sin {a—b) -j- cos (fl-t-6) cos 6 — sin b ' 

, s s in (fl + ^) + co s (a — ^) ^ sin a + cos g 

^ sin (g — *) — cos {a-^-b) sin g — cos g* 

Aehnlich ^(^+^)--cos(g--|) sin(g+6) -cos(g^ ^ 

sm (g— 5) + cos (g+6) ""* sm (a — b) — cos (g+6) 

44. tanga + tang ^ = 8injg+^) . 
° ' ® cos g cos 6 

Aehnlich tang a — tang b , cotg a + cotg &, tang a + cotg &. 
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46. a) 1 4- tang a . tang b «= co » ^^"^ . : 
b) cotg a . cotg fr + 1 «= co8(g-f- ) ^ 

^ ® o •!- Bin a . Bin 6 

Aehnlich cotg fr^ — cotg a^. 

47. 1 - tang ö^ tang fr^ „ coB(a+6) cos (a~6)^ 

»u^ c» w»iig 1/ C0Ba«COß6« 

Aehnlich cotg ö* cotg 6^ — 1. ' 

Folgende Gleichungen aufzulösen: 

48. 0in (x -{- a) — cos o; . sin a := cos a, 

49. a) sin (a; + a) «» 6 sin a: + ^ cos a;; 
b) cos {x — ö) «= »I sin o; — n cos x. 

60. tangXar + ^) + ^»^g (a; — a) — 2 cotg a; = 0. 

61. sin (a; + -Ö") + cos (x — ö") = cos (x + ^)- 

62. sin ((p — x) «»= cos (g) + a:). 

63. tang (45® + ^) — öf tang x = a — 1. 

» 

64. cotg (/J-a;) + tang (/}+x) = »-^?*?*---^"-''^^»4 • 

° ^'^ '^ ' o \r i j Bin (5 COS (J sec a; cosec x—\ 

bb. cos (a — ß) sin (y — a;) = cos (a + /S) sin (y + x). 

66. tang fi . tang x = [tang (ft+a;)]^ — [tang (ft — a:)]^ 

67. sin a; . sin (y — a?) «=» ö. 

68. sin {x — y) — cos {x-^-y) = 0,5. 

69. tang (x + y) =p; tang (a; — y) = g. 

60. a) a; sin (* — y) = p; a; sin (tf — y) = ^ j 
b) a; cos (fi — y) = p; a; cos (# — y) = ^. 

61. Die Cosinus zweier Winkel verhalten sich wie 3 : 4, 
und der Cosinus ihrer Differenz ist gleich 0,96; wie gross sind 
die Winkel? 

§. 6. Functionen von 2a, 

1, Berechne aus sin 18® = ^ Q/b — 1) den sin 36® ; ebenso 
cos 36®, tang 36®. 

2. Aus cos X =■ 0,248 die Functionen von 2 a; zu be- 
rechnen. 
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3. Berechne a) cos X aus tang ^ x =^ a^ a =^ 1 oder 0,5 
oder j/(y2 — l) : (/2 + 1) . 

b) sin X aus cotg ^ o; = a, a = 1 oder ]f^2 oder j/2 •■\- 1. 

c) cos 2x und tang 2x aus cos o; ==: 0,5. 

4. Entwickele sin 3 CK, cos 3a, tang 3 a^ cotg 3a. 

5. Ebenso sin 4a, cos 5a, tang 6a. 

6. In einem gleichschenkeligen Dreieck^ welches an der 
Spitze den Winkel 2a habe, und dessen Schenkel gleich 1 sei, 
drücke man die Grundlinie und die Höhen durch trigonometrische 
Functionen aus. Welche Formel erhält man, wenn man die 
hiemach abzuleitenden zwei Ausdrücke für den Flächeninhalt des 
Dreiecks einander gleichsetzt? 

7. Den Cosinus von 2 a a) allein durch sin a, b) allein 
durch cos a auszudrücken. 

Zu beweisen: 

8. cos 2 a «= (cos a — sin a) . (cos a + sin a). 

9. a) (sin c^, + cos a)^ = 1 + sin 2a; 
b) (sin a — cos a)^ == 1 — sin 2 a. 

10. 2 sin 2 a = (sin a -j- cos a)^ — (sin a — cos a)^. 

^^ sin ß — COB P U 7/^ — sin 2 p 

9mß+coBß~—r i+Bm2ß' 

positiv wenn ß zwischen 46<^ bis 136° oder 225° bis 316* liegt, 
sonst negativ. 

1 9 cos p — sin g 1 — sin 2ß cos 2 ß 

' cosß+Binß cos 2/} l+sin2jj' 

13. cosec 2y = 4^ sec y . cosec y. 

^ . ^ sec y' cosec y* sec y* cosec y* 

14. sec 2 y =5 ^ ^ «= - — r-^ — = = --t — r^ 

' cosec y* — sec y* 1 — tang y* cotg y" — 1 

sec y cosec y 

cotg y — tang y 

15. cosec 3y = cosec y^ : (3 cosec y^ — 4). 

16. sin (2a ^b) = 2 sin a cos cos ö + si^ ^ — ^ sina^ sinft. 

17. (1 — tang a^) : (1 + tang a^) »= cos 2 a. 



tang « , tang a 
tanga ' l-j-ta 

1 1 



18. a) tang 2a = *5Bi^- + , 

^ ^ 1 — - tang flf ' 1 -|- tang a ' 



b) tang 2a = x^tanga - l + tang« ' 
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19. sin 2^ : cos ^^ = 2 tang ^. 

20. 2 cotg 2 ^ — cotg d — tang d. 

21. tang 2^ — 2 cotg ^ : (co% d^ — 1). 

22. sin 2* + cos 2* = (an * + cos dy — 2 sin **. 

^, >9 COb2^ 4c08 2^ 4cotff2^ 

23. cosec o^ — sec o'= . ^, —ass _ . «=& — ^-—^ — 

^«. wo«^^. Bin d* cos ^ Bin 2 a* am 2 d 

24. a) sin € -f- tang £ «» 2 tang f cos ^ £^; 
b) tang £ — sin £ a" 2 tang £ . sin ^ £^. 

26.. 2 cotg 2 £ : (1 — tang £) = cotg £ . (1 + tang £). 

26. tang2£:cotg2£ = (4sin£* — 48in£*):(l—48in£^+^sin£*). 

27. img{i5^ + ip)==^(l+tBJigq>^) : (1— tang 9*)+ tang 29. 

28. tang (45® +9) = (1 + s*^ ^y) : cos 2 q>, 

29. a) tang.(45« + 9)) + tang (45«» — 9>) = 2 sec 29>; 
b) tang (45«+ (p) — tang t45ö — 9) = 2 tang 2 9. 

30. (cosec (p + sec 9))^ : (cosec 9* + sec 9') = 1 + sin 2 g?. 

31. tang 9> : (tang 2(p — tang (p) = cos 2 9). 

32. tang 2 9 . tang 9 : (tang 29 — tang 9) = sin 2 9. 

33. cos 2« = 2 sin (45« + a) sin (45« — a) = 
2 cos (45« + a) cos (45® — a). 

Aj . n 2 tang a 2 cotg a 2 

34. sin 2a = ^ , . '^ — i=r-i — "t— r***::: i — i — • 

l+tanga' 1+cotga' tauga+cotga 

35. cos 2a = (cotg a^ — 1) : (cotg a'+l) 
= (cotg a — tang a) : (cotg a + tang a). 

^A 1 -i. «^« 9/r— (^ + tang«)« _ ( 1+cotgtf)« 

00. 1 -4- Sin ^a= — — i— 7 i- = -;— i — 7 — T" 

' l + tang a« 1 + cotg a« 

^^ (1 + tang g) (1 + cotg g) 

tang a 4~ cotg a 

Aehnlich für 1 — sin 2a, 1 + cos 2a, 1 — cos 2a. 

8in2|3 2 tang/} 2 cotg ß 



37. 



l + Bin2|J (l + tang(J)« (1 + cotg (J)* 

2 

"^ (1 + tangp) (1 + cotg (Jj ' 



Aehnlich für 



8in2|3 



38. 
39. 



1 — 8in2(J 
1 -TcoB^ °° *^g ^- Aehnlich ^ ^"J/^^ ■ 

008 2p 1 — tapgy cotgl?* — 1 1 —tang p 

l + 8in2p~(T+ tang /5)«~(1+ cotg pj«~l+tangp 
_ cotgg-l _ coig g-tangp AßU^i:.!, coa^p 

~ cotgp+l~(l+tangP) (1 + cotgP) ^«'i^icn ^Z^^^ 
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40. 



cos 2 13 1— tang (3* cotgp'— 1 cotg ß — tang ß 



l+cos2|3 2 2cotg|3< 2cotg|3 

tang 2 1} ^^"""v" 1— C0B2P 

^j l+8in2y ^ / l + tang y V ^ / l + cotg y V 
' 1 — sin 2y "^^ \l — tang y/ \cotg y — 1/ 

^ (1 + tang y) (1 + cotg y) 
"^ (1 — tang y) (cotg y — 1) ' 

Aehnlich ^ + ^^°^y 1+jin 2y 1 -Bin2y 

AennüCü ^_^^^^2^, i_c08 2y^ 1+C08 2y» "• ß- ^• 

• o 2 8ec2y 2 

1 + 8ec 2 y ' 



Aehnlich 



2 8ec 2y 1 + sec 2y 1 + cosec 2y 



8ec 2 y — 1 ' seo 2 y — 1 ' C08ec 2 y — 1 

43. 2 sin (45» — tp) cos (45® + 9>) = 1 — sin 2^; 
2 sin (450 + (p) cos (45® — 9>) = 1 + sin 2 g). 

44. a) tang 9) -|- cotg 9) «s 2 cosec 2 9); 
b) cotg (p — tang 9 «= 2 cotg 2 9. 

45. a) 2 sin (« +&) sin (a — &) == cos 26 — cos 2«; 

b) 2 cos {a + &) cos (a — ö) = cos 2a + cos 2b; 

c) 2 sin (a + 6) cos (a — &) == sin 2 + sin 26; 

d) 2 cos (ö + ^) sin (« — 6) «= sin 2 a — sin 26. 

.^ V sin 3 tf 4- sin a^ , 

46. a) ;: — ' i = — cotg a: 

' 008 3« — cos a' ^ ' 

, X sin 3 a — 3 sin « , o 

b) — = — r-s = — tang a ^ 

^ cos 3a -f 3 cos« ® 

47. sin da . cos a^ — cos 3« . sin «^ = 
sin 2a' -f- sin 3a . cos 3a. 

Folgende Gleichungen aufzulösen: 

48. sin X . cos x == a. 

49. sin {a-\- x) . cos (a — x) = b. 

50. sin 2x -f- sin 3a; = 3 sin x, 

51. a) ö sin 2a; «= 6 sin o;, ö = 6; 
b) a sin 2a; = 6 cos x, a ='b. 

52. a) a (cos a; -|- sin a;)^ = 6 sin 2a;, b = 3a; 
b) a (cos a; — sin xy = 6 sin 2a;, a = b. 

53. a) a cotg 2a; = 6 (1 + tang a;), a «=»,6 oder 

a = j/3"— 1, 6=- 1. 



1! 



26 FunctioneB tob 2 a. [§. 6. 

b) a cotg 2x = b {1 — tang x), a =^ b oder 
a = 2 + j/2 , b = l. 

c) a cotg 2x SB ^ (1 -j. ooig x), a ^^ b oder 
a = 2 + j/2, ft =1. 

d) a cotg 2a? *= b (cotg x — 1) , a ^^ b oder 
ö = l-ij/3, ft=l. 

54. a) a (cotg x - tang x) ^ b - ^^^ , « = *; 

b) a (cotg x — tang x) = b - -^-^^, a = 6. 

55. a) a {coigx — tangx) — ^ cos 2 x : (1 -|- cos 2 a:), a=^; 
b) a (cotg X — tang x) = 6 cos 2x : (1 — cos 2a:), b=a. 

56. a) a (cotg a; — tang x) ^^ b cos 2x, 4a = b; 

b) ö (cotg a; — tang x) = b cosec 2a;, a == ^; 

c) ö (tang a; + cotg a;) = ft cotg 2a?, ä = 1, fr = 4. 

57. a) 35 sin a;^ + 8 ctos a;* — 19 sin 2a; = 0; 
b) sin a?^ — 2 cos a:^ + i si^ 2a: «= 0. 

58. a) c sec a: : (tang a:+cotg x) = d . (cotgx — 2 cotg 2a:); 
b) c cosec X : (tanga: + cotgar) =s=rf: (2 cosec 2 a: — cotga:). 

59. a) »I : (tang a: + cotg 2 a:) = n. (cos a: — sin a:): (cotga: — 1); 
b) »1.(1 + cotga:): (sin a? + cos a:) = n. (cotga: — cotg2a:). 

.60. a) 2a sec 2a: : (1 + cotg a:*) = & . (tang 2a: — tanga:) ; 
b) 2 »I tang x : (tanga:+cotga;)=n sec 2a::(cotga:+tang2a:). 

61. a) 2 cotga:^ = &. (1 + cotgx') : (1 — tanga:. cotg 2a:); 

b) 2a:(l+cotga:^)=ft.tang2a:.tanga::(tang2a; — tangx); 

c) 2w.tanga:=n. (tanga: + cotga;) : (tang a:-|- cotg 2a:). 

62. a) ö (1 + tang x)^ : (1 + tang x^) 

== b . tang a: : (1 — tang x . cotg 2a?) ; 

b) ö (1 + cotg xy : (1 -J- cotg x^) = 
b . cotg a: : (1 + cotg x . cotg 2a:). 

c) m (1 + tang x) (1 + cotg x) : (tang x + cotg x) 
:= n : (tang x + cotg 2a:); 

d) 2»! sin (45® -{' x)^ =^ n . (cotg x — cotg 2 a?). 

63. a) m (cotga? — tang a:) = 2a (1 +cotg a? — 2 cotg 2x) ; 
b) ö (1 + tang X . cotg 2a?) : (tang 2a; + tang x) 

= b cos (45® + a?) . ^2 : cos a:; 
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c) c {coigx + cotg 2 a:) : (1 + taßg 2 a; . cotgo;) = 
d (1 -{- tskJXgx) : tang (45® + x)\ 

d) m (cotg 2a? — tango?) : (1 — tang 2x tang x) «= 
» (1 — cotg X '\- 2 cotg 2a;); 

e) a (cotg o; cotg 2a; — 1) : (cotga; — tang 2a:) «=»& (1+cotga;) ; 

f ) a cotg 2 a; = tf (1 + ^^S ^) • tang x ; 

g) w (1 + tanga; cotg 2a;) : (tang x + tang 2 a;) = 
n (cotg a; — 1) : cotg (45® + x), 

64. « (1 — tang a;^) : 2 tanga; === ^ cos (45® -|- x) . ][/2 : sin x. 

65. a) »I (sec a;^ cotg a;* — cosec x^ tang a;^) : 2 cosec 2a; 

= n cotg (45® + x) cotg 2a;; 

b) a (1 — tang x^) : tang x = 

^ (cotg 2a; — tang x) : (cotg x — tang 2a;) ; 

c) m (cotg x^ — 1) : cotg X = 

n (cotg X — cotg 2 a;) : (cotg x + tang 2 a;); 

d) 2acotg2a;=i5>(tanga; + cotg2a;) : (tang2a; — tanga;); 

e) m (sec x cotg x + cosec x tang x) (cos x — sin a;) 
= n (cotg X cotg 2 a; — 1) • (1 — ^^ig a; tang 2 a:). 

f) 2a cotg 2x = b{l -- tang a;^) : (1 + tang a;^). 

g) w (sec a;^ cotg a;^ — cosec x^ tang a;^) = 
2n cosec 2a; ; (1 + ^>^^8 ^ **^g ^a;). 

66. Aus den Gleichungen w = 3r, tang w = a; + ^» ^^g ^^ 
= a; — 1, a; zu berechnen. 

67. tang 2a; + tang 3a; = 3 . tang x. 

68. sin 3a; + sin x^ = sin 2a;. 

69. cos x^ — cos 3 a; = ö . cos x, 

70. cos 3 a; — sin 3 a; = (cos x — sin a;)^. 

71. sin 3 a; — cos 3 a; == (sin a; + cos xy, 

72. tang 4 a; = tang a;. 

73. 2 cos 4a; + 3 sin 2x^ + 2 cos 2a; = 1. 

74. cosöa; + cos 3a; + sin5a;+ sin 3a; = cos(45® — 4a;). 

75. Man berechne den spitzen Winkel, dessen Sinus gleich 
der Hälfte des Cosinus des halben Winkels ist. 

§. 7. Functionen von ^a. 

1. Aus cos a=|-^ die Functionen von ^ a zu berechnen. 

2. Berechne a) sin ^ x und cos ^ x aus sin a; => 0,2 ; 
b) tang \ X aus tang x«^7. 
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Fanetionen von ^o. 



[§. 



3. Aus taog 45® »» 1 die Fanetionen yon 22^ 30' zu be- 
rechnen« 

4. Ans sin 30® ^ 0,5 die Foneidonen Ton 15® zu berecfaneo. 
Man vergleiche die Besultate mit denjenigen, welche man ans 
15® — 46® — 30® erhält. 

5. Man drücke tanga durch tang2a ans, indem man die 
Formel für tang2a anf tanga auflöst. 

6. Welche Gleichungen erhält man, wenn man sin^a 
aus sina oder cos-f^a aus cos« oder tang^a aus tanga be- 
rechnen will? 

Zu beweisen: 

7. tanga»B^(sec2a — l):(sec2a + l). Aehnlich cotgct. 

8. j/| (1 + sin 2a) = sin(45® + «) = cos (45® — a). 
Aehnlich für 1 — sin 2 a. 



9. /(l + sin 2a) : (1 — sin 2a) = tang (45® + a) ; 

/(l+sin~2ä) r(r+C08 2a) = 8in(45®+ a) : cosa. 

Aehnlich fElr die Quadratwurzeln aus (l-f~8in2a) :(1 — cos2a)^ 
(1 — sin2a) : (1 — co82a) u. s. w. 



10. a) ~ 



cosa 



cosa 



b)j 

c) 



sina 
sin« 
- sina 
1 — cos« 



sina 



= tang (45® + ^ a). Aehnlich ^^^^^ ; 

= tang(45®+i«) .tanga; 

sina , j 

l+cosa ^^ 



Folgende Gleichungen aufzulösen: 

11. a) a (1 — cos x) = b sin ^ Xy a = b; 

b) a{i -{- co8x) = b cos ^Xj a = b. 

12. a) a (1 — cos x) = b tang ^ ic, a = b; 
b) a (1 + cos o;) = ^ cotg ^x, a=^b, 

13. a) a (1 + cos a;) = Ä sin o:, fl == & ; 

b) a (1 — cos 2x) = b sin 2a:, b = 3a. 

14. c cos o; : (1 + cos 2«) =8 d sin o; : (1 — cos 2 x), 

V 1 — cos 2a; , sin 2a; 

15. a) a . -^z—. = b . 



2 8ina; ^ ' l+cos2a?' 

sin2x 
cos2j; * 



,v 1+C082a; , si 

b) a . —2—- = . , — 

^ 2c08a; 1 — 
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16. a) a.sina: = ft.j/i-^^«2a.- 



+ cos 2a? ' 

b) a.coBX = b,T/^-+l 
' f 1— ( 



•cos 2a? 

008 207 



^_ ^x 2cBma? , 1 — C082a? 

17. a) — I — = ö.T-i -z—\ 

^ cotgar l + C0B2a?' 

,N ^ 1 — COS 2a; , l+C0B2a? 

DJ C . — T = a . — ^ . 

^ tango? 2co8a? 

18. a . (l-f-cos2a:)=& . coso; :j/l — cosx^. 

19. a) a.ä^I§*_6.1±^; 

^ 1+tangaj* cotgo? ' 

b) a ^5?!^^Ill^ = & 1 — co82a? 
' ' l+cotgo?* * tango? 

§. 8. Summen und Differenzen von Functionen. 

1. In Producta von Functionen zu verwandeln: 

a) sin 1050+ sin 750, b)cos750 + cosl5<>, 0) sin 116»— sin 12», 
d) cos 110— cos 53^ e) cos 1350— 00845«, f) sin2400+sinl200 

2. Durch Producta von Functionen auszudrücken: 

V sinSQQ+BinlPO ^ ,^ cob1200+cob1000 
*^ 8in740 — 8in340' \ 00842^— cob1060 * 

3. Welche Formeln erhält man aus denjenigen fdr 
sina + sinft, sina — sin^, cosa+cos^, cos« — cosft 

durch Division je zweier derselben? 

4. Um welche Grösse ist sin(a + /J) von sin a -|- sin /3 
verschieden? Ebenso cos (a-(-/J) von cos a + cos /J, u. s. w. 

5. Man soll fUr die Formeln über die Summen oder Diffe- 
renzen zweier Sinus oder Cosinus geometrische Beweise suchen. 
— Anleitung: Man construire im Kreise mit dem Radius 1 die 
Centriwinkel ECA=iACG = a, schneide von ACG den Winkel 
ACB = b ab, ziehe GE, BH±GE, BD±AC, verlängere BO 
über C bis zum Durchschnitt mit der Peripherie in AT und ziehe 
EG, EE, BG, BE, Man zeige, dass ^ BKE = BGE= \ («+*), 
BEG = BEG == ^ (ö — b), EH = sin + sin b, GH = 
sin a — sin 2» ist, benutze die rechtwinkeligen Dreiecke KEB und 
BHE, sowie BGK und BGH u. s. w. 

Zu beweisen: 

^ 8ina — 8in6 cos 6 — cos« , < ,_ ,v 

6. i r = . . , — : — = tang i (ö — b). 

C08a-|-C086 8in 6 + sm a o ^ \ / 



\ 
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Sammen and Differenzen von Functionen. 



B- 



7. a) cosa + sina — f/2.co8(45»— a) = j/2.8iii(45®-|-^ 
Aehnlich cos a — sin a. 

b) (cos a -f- sin a) : (cos a — sin a) »= tang (45® -j- a). 

c) 2 sin (45 + ^) • (cos a + sin a) ■= j/ 2. 
Aehnlich 2 cos (45® + ^) • (^^s a — sin a). 

d) (cos a + siii a) . cos (45® + ^) = i ^ cos 2 a. 

e) 2 sin (45® + a) : (cos« — sina) = ^2 . tÄng(45®+ a). 
U. s. w. 

8. a) sin/J+cosy=2co8[45® — |(/J — y)]. 

cos[45® - i(/J+y)] = 2sin[450+ l(/J-y)]. sin[45®+ i(/J+y)] ; 
b) cosy — 8in/J = 28in[45® — i(/J — y)].sin[45« — i(/3 + y)] = 
2 cos [45® + 4 (/} — y)] . cos [45® + ^ (/3 + y)]. 

rt \^ / I i»\ C0B2& — COS 2a 

9. a) tang (« + *) = -r-— r-^ : 

/ o^ * ^ Bin 2a — Bin 26 ' 

,x X / I i.\ C0B26 + C08 2a 
b) COtg(fl + d) «« . ^ T • oi. - 
/ Tiv I / Bm2a+Bm26 

Aehnlich tang (fl — b) und cotg (a — b), 

10. a) tang (a + ^) • ^^"^g (^ — &) = 

(sin 2a + sin 2Ä) : (sin 2a — sin 2 6). 
b) tang (ö + ^) • **"^ (ö — ft) = 

(cos 2& — cos 2a) : (cos 26 + cos 2a). 

sin (a + ^) + si n (a -— b) tan g a ^ 

sin (a + 6) — sin (a — 6) tang b ' 



11. a) 



, > coB f a + 6) + cos (ä — b) . , , 

b) — ; ^J — ; , .. = cotg a . cotg b 

/ '>'^- (a — 6) — cos (a + Ä) ^ ^ . 



cos 



19 o^ 8infa+ft)+Bin(a— &) _ C08(a— 6) — c6s(a + 6) x_^„_ 
^^- ^'^ C0B(a + 6)+c08(a — 6) 8in(fl+6) - sin(a— 6)°™^'^^"- 

,v ^n{a-{-b) -\-am{a — b) C08(fl+*) + C08(a — b) , , 



13. 



C08(a — b) — C08(a+6) 8in(a+6) — Bin(a — 6) 

sina 4- Bin 2a4-8iA3a-|- ... -|- sin na ^ «+1 

C08a+C0B2a + C083a+... + cos na 



tang 



a. 



Folgende Gleichungen aufzulösen: 

14. a) a (sin 4a; + sin 2a:) «= ft cos a:, a 

b) a (sin 4a; — sin 2a;) «== b sin Xy a - 

c) a (cos 4a; + cos 2a;) = b cos a;, a 

d) a (cos 4a; — cos 2a;) = b sin x, a 

15. a) sin a; + cos a; = a, a = ^ 2. 

b) sin (a; + «) + cos (a; — a) = 6. 






§.8.] 



Summen und Differenzen von Functionen. 
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16. cos na; + cos (n — 2) a: = cos x. 

17. sinö+sm(a;— ö)+sin(2x+ö)=siii(a;+ö)+sin(2a;— a). 

18. cosa: — cos 3 a;= cos 5a;. 

19. a) Aus der Summe zweier Winkel und der Summe 
ihrer Sinus die Winkel selbst zu berechnen. Beispiel: a: + y=90®, 

sin a; + sin y = 1,40883. 

Anleitung: 9mx-\-Biny=^2fnn^(ai-\'y)co6i{x — y); C0Bi(a? — y) = 
1,40883 : 2 sin 46®. Aus i(x — y) una 4- (a? + y) findet man x und y 
■ r.Subi 



durch Addition^ bezw 
. b)a;— y== 

c) x-{-t/=0 

d) X — y=tf 

e) x + y=0 

f) x — y=d 

h)ar — y — d 
20. a) x-{-i/'^0 



h)x—y = d 

c) x-^y^^ö 

d) X — y=d 

21. a) x-j-y^^a 



>traction. 
sina; + siny = 5 
sina; — siny=^ 
sina: — siny=»</ 
cosa: + cosy==5 
cosa;+cosy«=5 
cosa; — cosy=tf 
cosa; — cosy = d 

sina; + cosy=5 



#=200,5 = 1,26604. 
tf= 420,^=0,32423. 
d= 70«, <?= 0,86577. 
tf =820,5=1,23644. 
*= 200, 5=1,83880. 
tf«=ll90 50',tf=0,61319. 
tf=230, d= — 0,32662. 

^=1100, 5=1,08710. 



Aaleitung: « = sin a? + sin (90® — y). Vergl. 19«. 



sina;+cosy=5; *=440, 5=1,84100. 
sina; — cosy=</; '<y=940, ^=0,00418. 
cosa; — siny=tf;*=— 60 10', ^=0,56257. 

sina;.siny=p; ^=sl200, p=0,5. 
Anleitun g: 2 sin a? . sin y = cos (x — y) — cos (a? + y)' 

b) a; — y=d; sina;.siny=p; # = 15«, p =0,35355. 

c) a;+y = a; cosa;.cosy=p; a=1340,/? =0,13782. 
d)a;^=-y=d; sina;.cosy=5i?; d=3O0,j!?==O,5. 

22. a) a; + y = <y; 8ina;:siny=»/»:n; tf=:1500, »j;ns5=l:2. 
Anleitung: (sin x — sin y) : (sin a? -{- sin y) = (wi — - n) : (»i + «). 

b) X — y=d; cosa;:cosy=w:n; d=200,»i:w=0,9 3969:1. 

c) a;+y=<y ; cosa; : siny=/w : n ; (J=1130, /» : n=1841 : 2000. 

23. a) a;+y=<y; tanga;+tangy=5; a=640 40', 5=1,32374. 
b)a; — y = *; cotgy — cotga;=</; *=60, ^=1,03921. 

c) a; + y «» ^5 tanga; : tangy = /»:«; 
<y = 620 40'^ »I : w = 637 : 2000. 

d) a; — y==d; cotga; : cotgy = w» : n; tf = 520; 
w:n=104: 10139. 
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32 Termiacbte Aufgaben n f. 1—8. 

Anhang 1 : TeriDlselit« Aufgaben m §. 1—8 

1. Du Prodact der Tangenten tweier apHzen Wi 
gleich 1, der eine Winkel gleich a; wie gross ist der 

2. Gegeben sei cotg (a -\- 45") a m, gesucht cotg (4 

3. Ans tang 540 . tang (460 — x) — 1 den Winke 
bestimmen. 

4. Folgende OrOsseii nur durch Winkel anter 45' 
drQcken : 

cotg 57». cotg 26« _ gipl2*.cotg99° sinSl*. co ellT'.tang 

täüg4»>'.tang44°' cotgM*. coBi06° ämi« . cöt|;lS<>. cos 

■ n- * J-- w tang (190° — Bl . tang (« — W) 

6. D.e Ausdrflckex- ^^^^ g^,^^.^;',^,^ ^^ 

cotg G2°. cotg »S« , 

' tang 44° . tang 4&« 

n- n i- * cotg (a-W^.taag (180" — /J) 

6. D.e Qnoüenten -^A_-_^-^_^L^_ , 

to43» tan bV "^ Producte zu verwandeln und möglichst 
einfachen. 

7. Aus tang a *« 4^, tang & — ■ ^ den Winkel a -| 

bestimmen. 



8. Gegeben tang 36" — ^10 — 2^5 : (1 + f^ 
sucht tang 54**. 

9. Gegeben 2a + fc + 2c =- 180», cotg (« + . 
gesucht tang b. 

10. Gegeben tang a = 4,2366, gesucht tang (a ■\- • 

11. Ana cos (ic — y) -= cos (x + y) = ^ die W 
und y zu berechnen. 

12. Aus sin (fl + i) . tang c -=. coa {a + Ö) zu be 
X =' a -\- b •\- c. 

13. Beweise, dass sin 46*' das harmonische Mittel z 
tang 22}" und cotg 22}" ist. 

14. Wenn tang ^a ■— tang |^* und tang j) ■=. 2 tar 
so kann ip = \ {f '\' ß) gesetzt werden. 

15. Unter welchen Bedingungen ist 8ina-|-sin^=8ii 
eine richtige Gleichung? 



Anh. 1.] Vermischte Aufgaben zu §.1—8. 33 

16. Aus cos (tp — -ö" + a) . cos (ß' — a) = m und 
cos (9 — %" — a) . cos (O* -f- a) = «, -9* zu elimlniren. 

17. Aus -r4 = sec a -|" cosec a . tang a^ . (1 + cosec a)^; 
B = tang a — tang «^ (1 -|- cosec a)^, a zu eliminiren. 

18. Aus m = cosec a — sin a, n = sec a — cos a, a zu 
eliminiren. 

Zu beweisen: 

^^ tang j? + tang y ^ sina? . siny ^ 

cotg a; + cotg y cosa? . cosy ® » ^* 

AehBlich fa^g^-fa EO. 

cotg X — cotg y 

20. [sec (90» + %'f + cosec (90® + d'Y'] : [sec (90® + -d-)^ 
— cosec {90<^ + d'Y\ = sec 2^. 

21 . 2 cotg (90® + a-) . cotg (90» — %) . sin (90» + 'S-) 
= (sin 2d — 2 tan '9') : cos (90» — ^). 

22. cosec (90« +^0'). cosec (90» — 4. 0-) : (cotg i'a' + tang i-^) 
= tang ^d', 

23. (cos 90» — cos 2d') — (cos 90»+cos2'ö')=2(sin'^4_ cos^*). 

24. 4 sin a . sin /3 . sin y = — sin («+/S-j-y) + sin ( — «+i3+y) 
+ sin(a — j8 + y) + sin(a + j8 — y). 

25. 4cosa.cos/3.cosy=cos(a+/3 + y) + c<^s(~^~l"l'"f"y) 
+ cos(a — i3+y) + cos(a + /' — ?)- 

26. 2 cotg 2 9) : (1 — tang 9) == cotg 9.(14- tang gp). 

27. 2 cos^' = ^2 +^2 +^2+ . . . + ^2. 

28. 2 cos ^ =j/2-\- ^2 + . . . +/3. 

29. sina+ sin^ + cosa + cos&=4:2cos^(a— ^) j/l+8in(a+&). 

30. sin« + sin^ — cos« — cosb=-['2co8i(a—b) ]/l — sin(ö+^). 

3 1 . sina — sin& + cosa+cosi) = +2cos^(ö+ö) j/l +sin(ö — b) . 

32. sina — sinft — cosa — cos2>= +2cos^{a-^b) j/l — sin(a— ft). 

33. sin« + sin&+cos« — cos^= + 2 sin^(a+&) ^1 — sin(a— ^). 

34. sin^ (a + ^) . cos H^ "" + ^^^i (^ "~ ^) • ^os^ (b + c) 
= ^ (sin a -f- sin &). 

BxiST, Aufgaben. I. 3 



34 Vermischte Aufgaben zu f. l->d. [Anh. 1 

^ cofl ai coB «t ' cos fff cos «,''**' cos «n cos «1 



b'i Bin (gl — gf) , 8in(tt,— fl fg) , 1 5? 

'^ sin tti sin «2 ' sin «1 sin «3 "•"'*' ' si 



sin (g, ~ g|) ^ ^^ 
sing» sin g| 



Ist a-f /3 + y = 180», so gelten die Formeln (36—51): 

36. tang a -{- tang /3 -|- tang y = tang a . tang /) . tang y. 

37. cotgia+cotg^/3+cotg|y=cotgia.cotgi/S.cotg|y. 

38 . tang ^a . tang|/S + tang^ . tang^y + tang^ /3 . tang^y = 1 . 

39. cosa^+ cos/J^ + co8y^=l — 2cosacos/J cosy. 
Aehnlich : cos a* -f" ^^s ^^ — ^^^ y^ j sin a^ + sin /S^ + cos y^ ; 

sin «^ + sin /S^ — cos y^. 

40. sin a' -}- sin /S* + sin y* = 2 (1 + cos a cos /J cos y). 
Aehnlich : sin a* -|- cos /S^ + ^^^ y^ 

41. sin «^ + sin /5^ — sin y' = 2 sin a sin /S cos y. 
Aehnlich : sin «^ — cos j8^ — cos y^. 

42. 1 — sin^a^ — sin^/J* — sinj^^ «= 2sinia.sin J^/3.sin^. 

43. cotg a -f- Qotg ^ + cotg y = cotg « . cotg /3 . cotg y 
+ cosec a . cosec /J . cosec y. 

44. cos a + cos |S + cos y = 1 + 4 sin \a . sin ^/S . sin^y. 

45. sin« + sin/3 + siny = 4cos^a . cos^/3 . cos^y. 

46. sina+c<^s/'+c^sy=48ini«cos^(a+/S — y)cos^(a — /3+y). 
Aehnlich sin a — cos /3 — cos y . 

47. cotg« . cotg/S+cotg/J . cofcgy + ootgy . cotga = l. 

48. sin2a-|-sin2/3-|-sin2y=4sinasin/3siny. 
Aehnlich : sin 2 a + sin 2 /3 — sin 2 y. 

49. (cotg^a + cotg^y) : (cotg^/J + cotg^^y) = sin/3 : sina. 

50. (sin 2 a + sin 2 /3 + sin 2 y) : (sin a + sin /3 + sin y) 
= 8 sin \a . sin ^/3 . sin ^y. 

51. cos2a+cos2j3 + co32y= — 1 — 4 cos a cos /3 cos y. 
Aehnlich: cos 2 a-|- cos 2/3 — cos2y. 

Man beweise ferner: 

52. tang (a — &) + tang {b — c) + tang {c — 0) = 

[tangflf^ . tangc — tanga . tang c*+ tang a . tang^* — tang«^ . tang& 
+ tang h . tangc^ — tang V^ .tangc] : [1+tanga . tang&-|-tanga . tangc 
+ tangft . tangc + tanga^ . tang^ . tangc+ tang a . tangZ»^ . tangc* 
+ tang flf . tang ^ . tang c^ + tang a* . tang &^ . tang c^] . 



Anh. Ij VermiBchte Angaben zu §. 1—8. 85 

53. sin {a — Vf + »i» (^ — ^)^ + sin (ft — c)^ = 

2 {l— cos(ö — &).cos(ö — c). cos(ö— c)}. 

54. cos (a — by + cos (« — cf + cos (^ — cY = 

1 + 2 cos(a — ^).oos(ä — c).cos(^ — c). 

55. cosi(ö+& + c)2 + cosi(a + & — c)^+cosi(ö -* + c)^ 
-}-cos^( — a + ^ + ^)^=^(l + cosÄ.cos&.cosc). 

56. sin^(ö + &+c)' + 8in|(flr+^-— ^)'+siiii(^ — ^ + ^)^ 
+ sin^( — Ä + 6 + cP = 2 (1 — cosö.cos&.cosc). 

57* cosö^ + cosft*+cosc^ + ooß(ö + ft+^)^= 

2 {l+cos (a+^) oos(<i+c) cos(Z^+c)}. 

58. tang(a + * + c) + tang (« + i^ — c) + tang(ö — ^ + c) 
+ tang(— a+J+c)=2 . [2 . sin2 (a4-^+^)+sin4ö4-sin4&+sin4c] 
: [4 cos 2a . cos 2b . cos 2c + cos 4a + cos 4& + cos 4c + 1], 

59. 4cos(a+&+^)«oos(a+& — c).cos(a-— &+^)cos( — a+*+0 
== 2 cos 2a . cos 2ft . cos 2c + cos 2a^ + cos 2&* + cos 2c^ — 1 . 

60. 4 sin (a+&+c).sin(a+Z»— c).sin(a ~^+c).sin( — o+^H"^) 
= 2cos2a.cos2^. cos2c — cos 2a* — cos2&^ — cos2c*-}-l. 

61. 8 sini(a+&+c-rf).8in^(a+&— c+^. ^m^a^-b+c+d) 
* sin^ (—- a + ^ + ^ + ^) = ^ cos ^ a . cos ^ 2^ . cos ^^ c . cos ^ ^ 
+ 4sin^a.sin^&.sin^c.sin^^ — cosa — cos^ — cosc— *cosflf. 

62. 8 co8:t(a+^>+c— rf).cos J(a+^— c+ir).co8:l-(a— ft-fc+e^) 
. cos \ ( — a + & + c + rf) s= 4 sin ^ a . sia ^^ ^ . sin ^ c . sin -J ^ 
+4cos^a.cos^&.cosic. 008^^4" cos a + cosÄ+cosc + cos^. 

63. sin (a — ^) + sin (a — c) + sin (& — c) = 

4 cos J (a — b) . sin i (« — c) . cos ^ (ö — c). 

♦64. cos (a — J) + cos (a — c) + cos (b — c) = 

4 cos ^ (a — &) . cos i (a — c) . cos ^ (6 — c) — 1. 

65. tang 5<> . tang 40» — tang 10« . tang 35<> = 

tang 10® + tang 35® — tang 5® — tang 40®. 

Folgende Gleichungen aufzulösen: 

66. a) cos X = tang x\ b) sec o; =:=s cotg x. 

67. a) asina;=2».tangx,aas22>; b) acosa;»'^cotga;,aa»2^. 

68. cos X = sin o;* — cos x*. 

69. (cotg o; — 1 : cos x) : cotg a; = ^^ . 

70. cotg(180® — 3a;) = tang(a; — 180®). 




76. 



k) a (tnt z 



») a (taug x — cotg x) = 



aia a:) ^ ft 1 1 — sin 2jr). ■ 
ftj a (coa j: + ain x)' = ft . eoa 2i; 



= 4. 



b) a (cotg x — tmg «) -= ,_^ - g^ - 

77. a) aftaogx+cotgx)— *see2x, «=* oder 2tf==*' 
b) «(tangx-f eotgx) — *coa23:, 4« — Äoder8«=*- 

78. cosecia:» — »ee^x' — S/ä-cosecx*. 

79. coig ar . tBBg 2j: — tang a; . cotg 2x = 2. 

80. toag 3x — tin 6:1:. 

81. tangj;. (1 + coe 2«) — C06 2a .tMig 2jt. 

82. nax^täna. sin {x -j- ^); toog ^ i» snchen. 

83. Bin a: — CO8 a: — 4 cos x' . sin ar + 4 ain x*. 

84. tang a; + »ec x' — 3. 

85. tang Ja; — ■ co«ec x — »in x. 

86. x" . sin X — — x" . C08 x. 

87. «inx— OT,sinj^ 88, ainx+siny=a 89. siiix=a.Biny 
tangx— n.tangy. coax-j-coBy=6. 2tangx=tsngii'' 

ÖO, (sec X — aec j/) : (sec x + aec y) => 

(coaecx — coaecj/) : (coseex + cosecy); ain x = tang?' 

91. t«igl».tangi[/+tangix.tangi2 — tang^y.tangi^ 
-tangx^j tong(x + S')-j-taagi— 0; 

inx'-f-siny'— coBj/^i x,y,z< 180". 

92. 2 ^x' — X* « sin «. 

93. arc tang (— a: + 1) — 3 . arc tang (= x — 1). 



v: 
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1. aretang(=-J^)-arctang(=-^)=^. 

95. arc sec (==« ) — arc 8ec(=&)=arc secf =»— j — arc sec i =— j . 

96. Wenn tang a= (tang ^q>y und cosg)^ = 2i«' — 1 ist, 
so ist w== + l :(co8a+8ina). 

97. Ist tapg X = cos a . tang ^, so ist tang (y — x) 
= tang ^ö^ . sin 2y : (1 + ^^ang ^a^ . cos 2y). 

98. (cos a + y — 1 sin a)^ = cos a: + y — 1 sin x. 

99. (cotg ö + ^-^1 tang ö)^ = 4 cos a: . sec a;^ + 2 J^ — 1 . 

§. 9. Berechnung trigonometrischer Functionen. 

1. Aus den bekannten Werthen der Functionen von 45® 
und 30*^ die Werthe der Functionen von 15® in geschlossener 
Form abzuleiten. 

2. Man berechne sin 15® und cos 15® aus dem bekannten 
Werthe von cos 30® und vergleiche die Resultate mit den in der 
vorigen Aufgabe gefundenen. 

3. Man soll den Zahlenwerth von sin 18® (aus der Seite 
des einbeschriebenen regelmässigen Zehnecks) auf 4 Decimalen 
berechnen. Ebenso sin 36®, cos 18®. 

4. Mittelst der bekannten Ausdrücke fQr die Functionen 
von 18® und von 15® den Werth des sin 3® in geschlossener 
Form darzustellen. 

5. Mittelst des in der vorigen Aufgabe gefundenen Werthes 
von sin 3® den Werth von sin 6® zu berechnen. 

6. Wenn sin 3 a = ö bekannt ist , so ist sin «^ — J sin a 
-|- -|- tf = 0. Welchen Ausdruck erhält man hieraus mittelst der 
Cardanischen Formel für sin a^ und warum lässt sich aus dem- 
selben der genaue Werth des sin cc nicht ermitteln? — Welche 
ähnliche Gleichungen erhält man für die Berechnung von cos a 
aus cos Sa und von tang a aus tang 3a? 

7. Durch fortgesetztes Halbiren erhält man aus 3® die 
Winkel «1=1® 30', «2= 0"^^'; «3 = 0^22' 30", a4 = 0®iri5". 
Es sei mittelst der Formeln für ^a hiemach sin a^ =» 0,0032725 
gefunden; man berechne tang «4, zeige, dass beide Functionen 
auf 7 Stellen übereinstimmen, dass somit näherungsweise sin cc^ 
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sc, tt^ tsts tang a^ gesetzt werden kann, und berechne mittelst 
.der Formel sin a^ : sin (fi 10' =11:^: 10 den sin 0® 10'. 

8. Mit Hülfe des Satzes, der Unterschied zwischen einem 
Bogen und seinem Sinus ist kleiner als die dritte Potenz des 
Bogens berechne man auf 7 Decimalen a) sin l', b) sin 1". 

9. Unter der Voraussetzung, dass der binomische Lehrsatz 
auch für gebrochene Exponenten bewiesen worden, soll der durch 
die Cardanische Formel gelieferte Ausdruck für sin a aus der 
Gleichung der Aufgabe 6 dieses §. in die Reihe 

x = — sin 3«^ . |l — ß\ cotg 3ä2 + ß\ cotg 3a* 

-(*)ootg3a« + ... j 

entwickelt werden, in welcher die imaginären Bestandtheile weg- 
gefallen sind. — Welche Bedingung muss erfüllt seiu; wenn 
dieser Ausdruck zur Berechnung von x anwendbar sein soll? 
Ist in diesem Fall der für x gefundene Zahlen werth noth wendig 
gleich sin a, oder kann er andere Grössen repräsentiren und 
welche ? 

Man setze Sa = 60^, berechne den Zahlenwerth von x auf 
5 Decimalstellen und zeige, dass derselbe gleich — sin (60*^+20^) 
ist. Wie findet man hieraus sin 10^, und wie kann man dann 
mit Hinzuziehung der bekannten Werthe der Functionen von 9^ 
eine von Grad zu Grad fortschreitende Sinustafel berechnen? 

10. Die irreducibele cubische Gleichung a;' — ^x-^-^smSa 
sBs 0; o; SB sin a, kann durch Verwandlung von x in einen Ketten- 
bruch n&herungsweise aufgelöst werden. Man soll auf diesem 
Wege sin 10^ auf 5 Decimalstellen berechnen. 

Anleitung: Da man a priori weiss, dass x <C.l ist, so setze man 

in «• — fa: + i sogleich a? =» — ; man erhält a' — 6 a* + 8 «= 0. Die 

Annahme yerschiedener ganzen Werthe für a zeigt, dass zwischen 
«SB» — 1 und — 2 , zwischen a =»» + 1 ^^^d + 2 und zwischen a == -J- 5 
und + 6 das Polynom a' — 6 a* + 8 ^^^ dem Negativen in das Posi- 
tive oder umgekehrt übergeht, dass also zwischen diesen Zahlen je ein 
Werth von a liegt, für welchen das Polynom gleich Null ist. Man 

kann also a =■ — 1 + -3- » oder 1 -4- -7,- oder 6 + -^ setzen. Da nun 

P P P 

sin 10*^ -< sin 30°, also — < ^ ist, so muss a > 2 sein, daher ist a = 

5 + 4- zu wählen. Dies fahrt zu der Gleichung 17 ß« — 15 ß« — 9 j? — 1 = 0, 
P 



^' BerechnuDg trigonom. Fnnotionen. 39 

ft 1 welcher (5=1+ — , 8y» — 12y»— 36y — 17=0, y = 3+4-» ^ = 6 

^ y 6 

J^K- — » « = 1 + y . 5=7-| , u. B. w. folgt. Der bis zum Gliede f ge- 

^^Riomxnene Näherungsbruch -^^ liefert bereits eine Genauigkeit von 
^F 6 Decimalstellen. 

r 11. Wie kann die Formel 

sin a — sin ft = 2 cos 4" (ö + &) sin \{a — &) 
oder eine ähnliche zur fortschreitenden Berechnung einer trigono- 
metrischen Tafel verwerthet werden? 

12. Wie kann die (zu beweisende) Gleichung sin (30®+/3) 
= cos /S — sin (30® — /5) zur Bestimmung der Sinus der Winkel 
zwischen 30® und 45® verwerthet werden? 

13. Man beweise die Richtigkeit der Gleichung sin a 
+ sin (36® -ö) + sin (72® + a) = sin (36®+ a) + sin (72® — a) 
und erläutere ihre Anwendbarkeit zur Controle bei der Berech- 
nung einer trigonometrischen Tafel. 

14. Setzt man der Kürze halber sin a '»= ^, cos a = c, 
80 ist bekanntlich 

cos 2a = c^ — s* sin 2« = 2cä 

cos 3a = c^ — 3t?5^ sin 3a = ^c^s — 5^ 

cos 4a = c* — ^c^^ + 5* sin 4a = 4c^s — 4<:«^, u. s. w. 

Man bilde durch Vergleichung dieser Ausdrücke mit den aus dem 
binomischen Lehrsatz hervorgehenden Reihen für {c — sf For- 
meln für cos n a und sin n a und beweise die allgemeine Gültig- 
keit derselben durch den Schluss von n auf n 4~ 1. Aus diesen 
Formeln sollen alsdann Reihen für sin x und cos x nach folgen- 
der Anleitung abgeleitet werden: 

Man setze einen 6oj?en x im Kreise, dessen Radius r = 1 ist, gleich 
na, nehme n als uneucOich wachsend, und demgemäss a als unendlich 
abnehmend an, so ist n^=an — ls»n — 2, u. s. w., und als Grenze für s 

=» sin a bekanntlich a »» — , als Grenze fQr c = cos a dagegen 1 zu 
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setzen. Die Substitution dieser Gleichungen in jene Formeln liefert 
die gesuchten Reihen. 

15. Aus den fdr sin x und cos x gefundenen Reihen leite 
man entsprechend gebildete Reihen für tang x und cotg x ab. 

16. Man berechne mit Hülfe der betreffenden Reihen 
a) sin 3®, b) cos 24®, c) tang 12® auf je drei Decimalstellen. 

17. Esist(co8a-f-j/ — 1 sin a)^ = cos a^+ 2 f/ — 1 sina cosa 
— sin a^ÄS cos 2 a-f-l sin 2 a. Ist entsprechend auch (cos a -f- 1 sin a)^ 
s= cos 3a -|- 1 sin 3a? Man beweise die Gültigkeit des Moivre- 



*' o., 

Beben Lehraatzee: (cos ^ . . . 

durch den Schluss von n »^ " i . ^i. ^ '*°' "** ^ ' *"* "** 
. \ TO 1 V . " "»f « + 1 (ftir ganze, positive Expo- 

nenton). - Welche AusdrOcke erhUt msn ftü- coa ^ „nd si^^ 
ans 008 3a + i . sin 3« ^ fcoa « -f- » . ain a)> und j 

COB 3a — t sin Sa =i (cos a i . sin a}^? Aus den Formeln 

cos X 4- ' ■ Bio X — " I cos — + / sin — V und cob a; — t . sin x 

-= I cos — — I sin — ) leite man durch Addition und Subtraetion, 

sowie durch Anwendung des binomiBchen Lehrsatzes Formeln f(lr 
COB X und Bin x ab und setze in denselben n onendlich wachseni3, 
demgemäss also coa —^=1, sin— = — , n"=n — l=n — 2 = 

etc., fihnlicb wie in Aufgabe 14. 

18. Man boII den Bogen x durch eine nach aufsteigenden 
ganzen Potenzen von sin x geordnete Beihe darstellen. Ebenso 
durch tang x. 

Anleitung: Han setze die Reihe mit unbeBtimmten CoefGcienten 
an, eubatitnire in dieselbe die für die betreffende Function geltende, 
nach Potenzen von x geordnete Reihe und wende den Satz von den 
unbeetimmten Coefficienten an. 

19. Mit Hülfe der in der TOrigen Aufgabe gesuchten Belhe 
X = tang X — -J- tang x* + ^ tang x* — ^ tang x' -|- ■ ■ ■ 

den Winkel zu berechnen, dessen Tangente gleich \ ist. 

30. Welche Resultat« erhält man aus der In der vorigen Auf- 
gabe angeführten Reibe, wenn man a) x •= arc 4d", h)x = arc 30'^, 
e) X ^ arc 18", also a) a; — ■ — , u. s. w. setzt? 

Man berechne mit Hülfe einer dieser Reihen die Zahl x 
auf 3 Decim als teilen. 

§. 10. Gebrauch der Tafeln. 
A. Beispiele für den Gebrauch siebenstelliger Tafeln. 
I. Aufüchlagen der Logarithmen der Functionen gegebener 
Winkel 

a) ohne Interpolation-. 

1) log sin 340 12' = 9,7498007. 

2) log tang 12"22' = 9,3409484. 

3) log cos 64« 13' = 9,6384585. 

4) log sin 46<'42' = 9,8619958. 
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./ 5) log cotg 220 1 1' „ 10,3896027. 

^/^ 6) log cos 14« 52'= 9,9852133. 

^ 7) log sin 4H8' = , 8,9226105. 

/ 8) log cos 55« 0'= 9,7585913. 

b) mit Interpolation: 

Regel 1: Man schlage die verlangte Function des nächst -klei- 
neren winkeis der Tafel auf, multiplicire das zwischen ihr und dem 
nächst - grösseren Winkel stehende Proportionaltheilchen der T^el 
(=r d : 60) mit der Anzahl der Secunden und addire die ganzen Ein- 
heiten des Products zu der letzten Decimale der vorhergehenden Func- 
tion bei Sinus und Tangente, subtrahire sie dagegen bei Cosinus und 
Cotangente. 

9) log sin 32« 13' 17" = 9,7268837. 

10) log cos 42. 15. 10 = 9,8693406. 

11) logtang 57. 12. 9,5 = 10,1908506. 

12) log cos 76. 13. 12,75 = 9,3769252. 

13) log sin 80. 33. 11,34 = 9,9940699. 

14) log sin 10.36.25 = 9,2649841. 

15) log cos 10.36.25 = 9,9925151. 

16) log cotg 36. 24. 11,1 = 10,1323283. 

17) log tang 38. 32. 10,05 = 9,9011671. 

18) log cotg 79. 59. 0,17 = 9,2470548. 

Regel 2: Da die Differenzen, resp. Proportionaltheilchen aus 
grösseren Tafeln entnommen sind, so wird man, wenn die Anzahl der 
oecunden über 30 ist, mit einem Gewinn nicht nur an Zeit, sondern 
auch an Genauigkeit, statt von der Function des nächst-kleineren , von 
der des nächst- grösseren Winkels ausgehen. Daher die allgemeine 
Regel: Man gehe von der Function des nächsten Winkels der Tafel 
aus und addire oder subtrahire das berechnete Product der betreffen- 
den Secundenzahl und des Proportionaltheilchens , je nachdem diejenige 
Function der Tafel, welcher man sich zu nahem hat, grösser oder 
kleiner als diejenige ist, von welcher man ausgeht. 

19) log cotg 740 46' 59" = 9,4345874. 

20) log sin 12. 9. 50 = 9,3236825. 

21) log cos 23. 15. 49,35= 9,9631721. 

22) log tang 43. 59. 59,5 = 9,9848351. 

23) log sin 65. 18. 50,1 = 9,9583773. 

24) log tang 71. 30. 30 = 10,4756901. 

25) log cotg 26. 23. 41 = 10,3042650. 

26) log cos 55. 23. 48 = 9,7542654. 

Regel 3: Bei Winkeln, welche kleiner sind als 6^, kann man bei 
siebenstelligen Logarithmen nicht mehr darauf rechnen, dass die Ver- 
änderungen der Logarithmen der Sinus, Tangenten und Gotangenten 
von Minute zu Minute noch proportional den Veränderungen des 
Bogens sind. Deshalb bedarf man für solche kleine Winkel zunächst 
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woT^kÄ®'* ""^^^^.^J^ Secmiden fortwhreitenden Tafel, innerhalb 
Ät' l^^cZ^^ die Proporbonabtat angenommen wird, ^AehnUcheB 
gut für die Cosmufl, Tangenten and Cotanjenten der Winkel über 84«. 

27) log sin 4« 3' 21" ^ 8,8496947. 

28) log tang 3. 44. 52 = 8,8162712. 

29) log coig 3. 27. 19 — 11,2191127. 

30) log cos 84. 35. 18,9 — 8,9745425. 

31) log ootg 85. 33. 24,2 — 8,8904526. 

32) log taug 86. 54. 34,6 «- 1^2676881. 

Regel 4: Wenn die Bogen (Winkel) so klein werden, dass auch 
das Interpoliren von 10 zn 10 Seconden nicht mehr statthaft ist, so 
muBs man entweder Tafeln benutzen , welche von Secunde zu Secunde 
fortschreiten (VegaS. 206— 228;, oder DDÄnmusB sich (von OOO'— 1^20') 
der Secundensumme bedienen. Die Anwendung dieser letzteren 
beruht auf dem Princip, dass bei sehr kleinen Bogen, wo die Differen- 
zen derselben sich nicht mehr verhalten, wie die Differenzen der Loga- 
rithmen, doch angenommen werden darf, dass die Sinus und Tangenten 
sich vernalten. wie die Bogen selbst. Man verwandelt demnaä den 
aufzuschlagenaen Winkel und den nächsten Winkel der Tafeln in 
Secunden, sucht von beiden Zahlen die Logarithmen^ subtrahirt die- 
selben von einander und gebraucht ihre Differenz als die logarithmische 
Differenz der Sinus oder Tangenten , und ebenso für die Cotangenten, 
deren log. Differenzen bekanntlich den entsprechenden der Tangenten 
gleich sind. Für die Cotangenten und Cosinus .von Winkeln . welche 
entsprechend nahe an 90^ liegen , wird man die logarithmische Differenz 
ebenso durch die Secundensummen der Complemente finden, folglich 
auch für die Tangenten. 

33) log sin 1« 18' 12" = 8,3568954. 

34) log tang 0. 45. 32,5 = 8,1221605. 

35) log €08 89. 2. 14 = 8,2253830. 

36) log sin 0. 58. 13,15= 8,2287715. 

37) log cotg 88. 49. 17. = 8,3133092. 

38) log tang 1. 0. 4,6 = 8,2424761. 

39) log sin 1. 14. 33,4 = 8,3361786. 

40) log cos 88. 53. 59,9 = 8,2832544. 

41) log tang 0. 10. 44,4 = 7,4947317. 

42) log cotg 89. 30. 1,2 = 7,9405688. 

43) log sin 1. 10. 4,91= 8,3093015. 

44) log tang 1. 0. 0,85= 8,2420241. 

Reffel 5: Bei Bogen, welche kleiner als 1' 20" sind, stimmen die 

Logarithmen der Sinus und der Tangenten, und folglich auch die der 

Bogen, in allen 7 Stellen überein. Man findet daher den log sin und 

log tang eines solchen Bogens, indem man von dem Logarithmus seiner 

180" 
Secundensumme log = log q = 5,3144251 subtrahirt. 
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45) log sin 0» 1' 12" = 6,5429074. 

46) log tang 0. 0. 4,6 = 5,3483327. 

47) log cos 89. 59. 14 — 6,3483327. 

48) log tang 0. 0.32,4^6,1961199. 

49) log sin 0. 1. 0,5 = 6,4673303. 

50) log tang 0. 0.59,99=6,4636538. 
Regel 6: Für Winkel bis zn 2*^44' kann man znn&chst den loi 



cos 



aufsuchen, das Complement desselben berechnen, die geltenden Zmem 
des letzteren (d. i. diejeoigen, welche auf die Anfang - Nullen folgen) 
als Hilfsdifferenz D annehmen, und dann ohne Fehler m der 7. Decimal- 
stelle log sin x = log x — | Z>, log tang x =» log x-{- ^ D setzen. 



51) 


log sin 2« 15' 16" = 


'• 8,5948048. 


52) 


log tang 1. 0. 4,6 = 


■• 8,2424762. 


53) 


log cos 87. 31. 12 — 


8,6361935. 


54) 


log sin 1. 18. 12,0 = 


: 8,3568954. 


55) 


log sin 2. 43. 59 = 


8,6783611. 


56) 


log tang 2. 0. 15,31 = 


8,5440071. 


1 höherer Quadranten: 




57) 


log cos 104« r 10" 


= 9,3872904« 


68) 


log sin 154. 8. 13,5 ^ 


= 9,6397051 


59) 


log cotg 90. 12. 11 


= 7,5494941« 


60) 


log tang 112. 14. 32 


= 10,3883274« 


61) 


log sin 132. 59. 48,7 : 


= 9,8641497 


62) 


log sin 196. 13. 48,9 ■■ 


= 9,4463788« 


63) 


log tang 180. 0. 10,75 - 


« 5,7169834 


64) 


log tang 283. 17. 0,75: 


= 10,6269284« 


65) 


log cotg 270. 4. 58,25 = 


= 7,1601554« 


66) 


log sin 288. 19. 39 J2: 


= 9,9773913« 



n. 



Au&chlagen der Winkel zu gegebenen Functionen. 
(Umkehrungen früherer Regeln und Beispiele.) 

67) log sin a:= 9,4919216; 
a:=:18»5'0",00oder 161«55'0",00; 378® 5', u. s.w. 

68) log cotg X = 9,8409174; 

a; = 55M6' 0",00 oder 235« 16' 0",00. 

69) log sin X = 9,6434356; 

X — 26«* 6' 10",01 oder 153» 53' 59",99. 

70) log cos a; = 9,8457663; 

X = 450 29' 11",20 oder 314« 30' 48",80. 
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78 
79 
80 
81 
82 
83 
84 
85 
86 



71) log tang X = 10,3051170; 

X — 63<> 39' 0",06 oder 243» 39' 0",06. 

72) log cotg X = 10,6723910«; 

o; «= 167<^ 59' 47",00 oder 347« 59' 47",00. 

73) log sin X = 8,2460568 n; 

o; = 181« 0' 35",00 oder 358» 59' 25",00. 

74) log cos X = 9,9999999 ; 

ic = 0» 1' 40" — 0» 2' 50", u. s. w. 

75) log tang x = 6,4179999; 

X = 0» 0' 54",004 oder 180» 0' 54",004. 

76) log cos X = 7,2760049 ; 

X = 89» 53' 30",57 oder 270» 6' 29",43. 



Aufschlagen von Functionen zu 

logsin a;=9,4920183; gesucht: 
logtanga:=9,8658585 
logsin a;=9,8474756 
log cotga;=9,58 19011 
logsin a;=9,9990458 
log cos a:=9,6 175883 
log cos a:=7,0836000 
logcosa;=9,9901212 
logtanga;=9,8612633 
logcos 07=9,9999991 
und umgekehrt. 



gegebenen 

logcos X'= 

logsin x= 
logcotga:« 
logtanga;=: 
logtanga:= 
log cotga;= 
logsin x= 
logtanga!:= 
logcos x=> 
logsin a:= 



Functionen. 

9,9779903 

9,7722167 

10,0040005 

10,4180989 

11,1780884 

9,6585367 

9,9999997 

9,3339320 

9,9079568 

7,2983584 j 

7,3190430 



P 



B. Beispiele für den Gebrauch fünfstelliger Tafeln. 



I. Aufschlagen der Logarithmen von Functionen gegebener Winkel. 

a) ohne Interpolation: Man bediene sich der für siebenstellige 
Tafeln unter a, gegebenen Beispiele, indem man in den Resultaten 
derselben die zwei letzten Stellen abstreicht und auf die zuweilen 
nöthig werdende Erhöhung der 6. Decimale um eine Einheit achtet. 

In ähnlicher Weise kann man die im Folgenden gegebenen' Bei- 
spiele mit den entsprechend im Vorstehenden angefclhrten genaueren 
siebenstelligen Werthen vergleichen. 

b) mitinterpolation: Regel 1 : Da die fünfstelligen Tafeln meist 
nicht die Differenzen für eine Secunde, sondern für eme Minute ent- 
halten, so hat man, wenn d die letztere Differenz bezeichnet, — mit 
der Secundenzahl p zu multipliciren. Geht man immer von dem zu- 
nächst liegenden Logarithmus der Tafel aus, so ist ~ . p zu addiren 
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oder zu subtrahiren, je nachdem man sich einem grösseren oder einem 
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kleineren Logarithmus zu nähern hat. Bei der Berechnung von w^-p 
im Kopfe benutze man jede mögliche Abkürzung durch Aufheben oder 
durch Correctionsfactoren nach den Formeln — . p e» J" . p 



60"^ 60 '^d+x 

^^ ai\ 'P — 57^ «P» n. dgl. m. , wobei Grössen, welche auf die letzte 

oO 60 

ganze Ziffer des Proportionaltheilchens keinen Einfluss haben, weg- 
gelassen werden, z. B. 

H.17 = |J.lö+H-^=-V+li, 7,8 + 1; 9; oder tJ.17=V 
+ *i=«8,5 + H» 9. U.dgl. m. 



87) : 


log sin 32« 13' 18 ' 


SS 


9,72689 


88) 


cos 42. 15. 10 


= 


9,86934 


89) 


tAUg 57. 12. 9 


= 


10,19085 


90) 


cos 76. 13. 12,75 


= 


9,37692 


91) 


sin 80. 33. 11 


= 


9,99407 


92) 


Rin 10. 36. 25 




9,26498 


93) 


cos 10. 36. 25 




9,99251 


94) 


cotg 36. 24. 114 


= 


10,13233 


95) 


tATig 38. 32. 10 


= 


9,90116 


96) 


cotg 79. 59. 0,2 


«= 


9,24706 


97) 


cotg 74. 46. 59 




9,43459 


98) 


sin 12. 9. 50 


= 


9,32368 


99) 


cos 23. 15. 49,4 




9,96317 


100) 


tATig 43. 59. 59,5 


XBB 


9,98484 


101) 


sin 65. 18. 50,1 


= 


9,95838 


102) 


tang 71. 30. 30 


: 


10,47569 


103) 


cotg 26. 23. 41 




10,30426 


104) 


cos 55. 23. 48 




9,75427 


105) 


cos 34. 34. 40 


== 


9,91559 


106) 


cos 0. 30. 55 





9,99998. 



Regel 2: Bei Winkeln unter ^ können bei fünfstelligen Tafeln die 
Veränderungen der Logarithmen der Sinus und Tangenten nicht mehr 

Eroportional den YerSiderunffen des Bogens angenommen werden. 
Malier wird man sich für die Interpolation an dieser Stelle der Tafel 
(d. h. auch für die betreffenden Functionen der Winkel über 88®) des 
unter Beffel 4 bei den siebenstelligen Tafeln beschriebenen Verfahrens 
mit der Secundensumme bedienen. 

107) log sin 1« 30' 15" = 8,41913 

108) cos 88. 34. 12 = 8,39717 

109) tang 0. 52. 57 = 8,18763 

110) cotg 89. 24. 13 = 8,01742 

111) cos 88. 9. 14 = 8,60806 

112) sin 1. 3.21 =8,26545, 
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Beffel 3: Für Winkel bis zu O^' 13' kann man bis auf die fünfte 
Decimaie genau loff sin a; »> log tang x a» log j; , d.i. gleich dem Loga- 
rithmus der Secunaensumme minus 5,31443 setzen. 

113) log sin 0» 10' 20" = 7,47796 

114) tang 0. 8. 14 = 7,37930 
116) tang 0. 5. 21 = 7,19208 

116) sin 0. 0.44 =6,32902. 

Be^el 4: Der für siebenstellige Tafeln unter Regele angegebene 
Kunstgriff mit der Hilfsdifferenz V lässt sich ohne Fehler in der ruften 
Decimaie bis zu 8^ 32',5 anwenden, und es können daher auch die 
Regeln 2 und 3 f&r fiinfstellige Tafeln durch diese ersetzt werden. 

117) log sin 1» 15' 47" = 8,34325 

118) tang 0. 29. 52 =» 7,93892 

119) cos 88. 9. 31 = 8,50695 

120) cotg 89. 34. 58 = 7,86225 

121) sin 0. 45. 25 = 8,12093 

122) tang 0. 15. 18 = 7,64841. 

• 

II. Aufschlagen der Winkel zu gegebenen Functionen. 

Benutzung der Beispiele ^.67—76 mittelst Abkürzung der gegebenen 
Logarithmen auf 6 Decimalen und Abrundung der Resultate auf ganze 
Secunden. Umkehrung der Beispiele B, 87 — 122. Ausserdem : 

123) log tang a = 9,59056; 

ci ^ 21» 17' 0" oder 201» 17' 0". 

124) log sin a = 9,72582 ; 

a — 32» 8' 0" oder 147<> 52' 0". 

125) log sin « = 9,94516; 

« = 61^ 48' 30" oder 118« ll' 30". 

126) log cos a = 9,27863 n; 

a — 100» 56' 59" oder 259« 3' 1 ". 

127) log cotg « = 10,58479; 

a = 140 34' 54" ^^gr 194» 34' 54". 

128) log sin « = 8,44444; 

« = 10 35' 40" oder 178» 24' 20". 

ni. Aufischlagen von Functionen zu gegebenen Functionen. 

Abrundung der Beispiele A. 77-- 86 auf 5 Decimalen und ganze Se- 
cunden. Ausserdem: 

129) log tang x = 9,50000; 

gesucht log Bin X — 9,47930, log cos x = 9,97930. 

130) log oos X = 9,99626; 

gesucht log tango; >« 9,11992; log sino; ^^^ 9,11618. 
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131) log sin a; «= 9,86830; 

gesucht log cosÄ = 9,98782, log cotgo; = 10,61953 
und umgekehrt. 

C. Berechnung von Formeln mit Hilfe der Tafeln. 

132. Die Höhe des freien Falles aller Körper im leeren 
Räume in einer Secunde ist unter der geographischen Breite fp 
in englischen Zollen gleich 193,033088 — 0,5006307 cos 2y. 
Wie gross ist sie unter der Breite von 56^39'4",5? 

133. Setzt man das Yerhältniss der Schwere unter der 
geographischen Breite q) zu der Schwere unter dem Aequator 

gleich 1 : /l — 0,0065467149 sin ^, wie viele Male ist dann 
die Schwere unter der Breite 83^ 50' 30" grösser als unter der 
Breite 45» 0' 42"? 

134. Man findet die Entfernung / zweier Orte auf der Erde 
in geographischen Meilen, wenn m£ui zuerst mittelst der Gleichung 
cos q) = 8inb , sin b' + cos b . cos b' . cos {a — a) aus der Lfinge a 
und der Breite b des einen und der Länge a' und der Breite b' 
des anderen Orts den Winkel q) in Graden und Decimaltheilen 
des Grades und daim /s= 15^ berechnet. Wie weit ist dem- 
nach Leipzig (30® 2' L., 51« 20' Br.) von Wien (34® 3' L., 48» 
43' Br.) entfernt? 

135. Die genaue Formel für die Schwingungszeit i eines 
mathematischen Pendels, dessen Länge gleich l^ und dessen Elon- 
gationswinkel gleich a ist^ lautet: 

/ == « . j/TTff . jl + dy sin i«» + (ii|y . sini«« 

Es sei nun o; = 16^; man soll berechnen, um wieviel die nach 
dieser genaueren Formel bestimmte Schwingungszeit von der 

nach der angenäherten Formel t = ^}/l : g berechneten abweicht. 
(5 Decimalen.) tc = 3,1415926 . . . , ^ == 10 Meter. 

136. Wird ein Körper unter dem Winkel a gegen den 
Horizont aufwärts geworfen, so ist die Wurfweite gleiche^, sin 2«:^, 
wenn c die durcfi die Wurf kraft dem Körper ertheilte Geschwin- 
digkeit (der in einer Secunde durch dieselbe zurückgelegte Weg) 
ist. Man berechne die Wurfweite für a == 42« 20', g= 10»», 
c = 600»». 



48 Goniometruche Aeihen. [Anh. 2. 

D. Yermischte Aufgaben znm Gebrauch der Tafeln. 

137. Man soll mit Hilfe des aus den trigonometrischen Tafeln, 
zu entnehmenden Zahlenwerthes einer Function eines in Zahlen 
gegebenen Winkels diesen Winkel construiren. Beispiele : 35® 45'' 
durch die Tangente, 63® 0' durch den Cosinus, 62® 15' durch den 
Sinus. Anwendung von 3 Dedmalstellen genügt im Allgemeinen. 

138. Wie kann man die yorstehende Aufgabe bequemer 
mittelst des doppelten Sinus des halben Winkels lösen? 

139. Wie kann man umgekehrt auf leichte Weise die Grösse 
eines durch Construction gegebenen Winkels mittelst Längen- 
messungen und der trigonometrischen Tafeln in Gradmass be- 
stimmen? 

140. Gegeben sei tang a = ^, tang/3 = ^, gesucht die 
Bogen cc -^ ß und a — ß in Theilen des Badius. 

141. Der Bogen b sei gleich ^ des Badius; wie gross ist 
tang b? 

142. Einen Winkel von 60® in zwei Theile zu theilen, deren 
Sinus sich wie 3 : 2 verhalten. — Verallgemeinerung dieser Auf- 
gabe. Aehnliche Aufgabe für die Tangenten. 

143. Mittelst der trigonometrischen Tafeln einen gegebenen 
und genau gemessenen Winkel näherungsweise in drei gleiche 
Theile zu theilen. 




Anhang 2: Gonlometrische Beihen. 

1. Die Summe der unendlichen Beihe 

1 j_ » ^ -,i-4- 

1.2.8'1.2.3.4.5 7!'"' 

zu finden. 

2. Ebenso zu summiren: 

*^ 2 I 31 4 ! •" 5 ! ■" 6 ! 71 

^ 21 3!'4I'6I 61 7I''*' 

3. Ebenso: 3-^ — ^ . 3"» + -J . 3"^ __ . . . 

4. Ebenso (1 + ö^*) ^ i (1 + 5" -1) + ^ (1 + 5-*) - ... 

5. Die Ausdrücke a) i (x - cos x — sin a;); h) ^{x . cos x 
-f- sixi x) in unendliche Beihen zu entwickeln. 



A 
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6. — ^S^— ^_y jjj gjjjg unendliche Reihe zu ent- 

wickeln. 

7. Die Summe der n ersten Glieder der folgenden Reihe 
zu bestimmen: sin o; -f- sin 2a; -|- ^^^ ^^ H~ * • • 

8. Ebenso für cos x + cos 2a: + cos 3a; + • • • 

9. Ebenso für sin a; + si^ 3a; + sin 5a; + . . . 

10. Die Reihe cosx.cosy -^(iOB2x.GOB2y-^coBSx.cos3y 
-{-...-}- cos nx . cos ny zu summiren. 

11. sin no; durch sin x und cos x auszudrücken. 

12. Ebenso cos nx. 

13. tang nx durch tang o; auszudrücken. 

14. Die Formel cos 2a=2 cos a* — 1 mittelst a) der Reihe, 
b) des Exponential- Ausdruckes für cos x zu beweisen. 

15.' Zu beweisen: cos o; . cos 2a; . cos 4 a; ... cos 2"~* x 

= sin (2"a;) : (2* sin x). 

Anhang 3 : Gebrauch der Hilfswlnkel fAr logarithmische 

Rechnungen. 

Vergl. §. 4, Anleitung vor Aufgabe 60. 

a. Auflösung quadratischer Gleichungen mit einer unbekannten. 

Die Anwendung der nachstehend aDgegebenen Methoden empfiehlt 
sich dann, wenn nicht die Zahlen p, q selbst, sondern deren Loga- 
rithmen gegeben , und wenn ebenso die Logarithmen der Wurzeln der 
Gleichung verlangt sind. Im anderen Falle ist die Berechnung ohne 
Hilfswinkel bequemer. 

Auch ausserdem wird der Gebrauch der letzteren für numerische 
Rechnungen in den meisten Fällen überhaupt durch die Anwendung 
der Gaussischen Logarithmen für Summen und Differenzen entbehrlich. 
Gleichwohl wird man auch die nachstehenden Methoden hier und da 
nicht ffcm vermissen und dieselben zur Uebung im Gebrauch der Hilfs- 
winkef und für weitere Anwendungen nützlich finden. 

In den folgenden Beispielen werden, der obigen Bemerkung ent- 

E rechend, die Logarithmen von p und q als gegeben vorausgesetzt. 
\ ist jedoch das Aufschlagen derselben dem Leser überlassen worden, 
nicht bloss der Vergleichung mit der directen Lösung we^en, sondern 
auch um je nach Wunsch verschiedenartige Logsuithmen&feln zu ge- 
brauchen. 

o;* + pa; — ^ «= 0; — - = tang ^>\ 

a;i = + Vit taiifi» i 9> a?2 = + ^Ö^ cot ^ 9>. 

1. a;2+4a;=3,242909. 2. a;'-f 468 a;= 294849. 

3. a;2+ 359a; =67704,04. 4. a;* + 3278a;=83521. 

Rbidt, Aufgaben. I. 4 
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5. a:^+ 129 a: = 40,96. 6. a;^-}- 546 a; =44521. 

7. a;^+ 0,1a: =0,06. 8. 0:« + 21a: — 11880=0. 

9. a;2— 9702a: =11 11 5556. 10. a:' — 40a: =127,69. 

11. a:'^ — 20a:=37,21. 12. a;^— 50a: =234,09. 

13. 5a: = (3a:+7):6a:. 14. |.a:— 1=- + 4|. 



15. a:^— 4a: = 21. 16. a:^ — 3,98a:— 0,08 =0. 

a:^ + j!?a: + ^ = 0; 4:q<Cp^-^ -^ = sin9; 

Xi = + VQ ' tang ^9?, a:2 = + /g . cotg ^ <p. 

17. a:* + 50a: = — 81. 18. a:« + 4 a: + 1,11 =0. 

19. x^ + 10a: + 11,6281 = 0. 20. x^ + 500a: = — 38809. 

21. a:^ — 12 a: + 6,889 = 0. 22. x^ = 1000a: — 182329. 

23. a:^ — 8 a: + 13,69 = 0. 24. 0,107 (x^ + 3) = 2 a:. 

a:'^ + pa: + ff = 0; 4^ > p^; ^^ = cos 9; 

a:i = + |-+j/ff .siny^— 1; a:^ == + -|- — /ff . sin 9 ^^^ 

25. a:^ + 10 a: + 178,2 = 0. 26. a:^ + 10 a: = — U2,2. 
27. a:^ — 5 a: = — 39,4. 28. a:^ — 2 a: + 7,4 = 0. 



a:2 + ;? a: + ff = 0; tang (9? + ^) = _ p£- , 

(9? — -^) = ^ . cos {(p + t) = — ^ sin (9 + 1/;), 



x^ = tang 9, X2 = tang ^. 

29. 5 a:« + 7 a: + 156 = 4 a:' — 18 x, 

30. a:^ + 2,2113 x + 1,2058596 = 0. 

31. x^ + 1,5 a: + 0,5 = 0. 

32. a:2 — 1,17657 a: = — 0,34608. 

33. a:^ — 3 a: + 2 = 0. 34. a:« — 9 a: + 20 = 0. 

35. a:* + 4a: — 12 = 0. 36. a:^+ 11 a:+30 = 0. 

37. a:2 — 25,9 a; +20,08 = 0. 38. a:^ + 986,99 a; — 9,87 = O. 

39. a:^ — 3^a: = f +7a:. 40. a;^ + 5 a:^ — 126 = 0. 

41. a: — /^ -- 2 = 0. 42. a:^ + a: — 6 = 0. 

43. 3a: + 4 + 5a: + 5 + 2 j/lbx^ + 23a; + 20 = 81. 



Anh. 3.] Hilfswinkel. 51 

Aufgaben zur Zusammenstellung mit geometrischer 

(graphischer) Lösung. 

(Nachweis des Winkels 9 in der Figur und Ableitung der obigen Formeln 
aus dieser. Deutung der doppelten LOsung.) 

44. a:^ -|- aa? = a^. Eine gegebene Strecke nach dem 
goldenen Schnitt zu theilen. Eine Strecke so zu theilen, dass 
das Bechteck aus den beiden Abschnitten gleich der Differenz der 
Quadrate über denselben sei. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu 
construiren , wenn die Summe der Hypotenuse und einer Kathete 
gegeben ist und die zweite Kathete das geom. Mittel zwischen 
den beiden ersteren Seiten sein soll. Eine Strecke so zu theilen, 
dass der kleinere Abschnitt das geom. Mittel zwischen dem 
grösseren und der Differenz der beiden Abschnitte ist. Eine 
Strecke so zu theilen, dass das Bechteck aus den beiden Ab- 
schnitten gleich dem Bechteck aus der ganzen Strecke und der 
Differenz ihrer Abschnitte ist. Eine gegebene Sehne eines Kreises 
so zu Yerlfingem , dass die ^on dem Endpunkt der Verlängerung 
an den Kreis gelegte Tangente gleich der Sehne wird. Im Dreieck 
ABC die Linie JT!^ parallel zn BA zu ziehen, so das8.A CA F «^ 
/\ BAX wird, u. dgl. m. 

46. x^ =^2 . (a — xy. Eine Strecke so zu theilen , dass 
das Quadrat über dem grösseren Abschnitt doppelt so gross sei, 
als das Quadrat über dem kleineren. Eine Strecke so zu theilen, 
dass der kleinere Abschnitt das geometrische Mittel zwischen der 
ganzen Strecke und der Differenz der Abschnitte ist. Ein gleich- 
schenkeliges rechtwinkeliges Dreieck aus der Summe der Hypo- 
tenuse und einer Kathete zu construiren. 

46. x^ !=: ^a . {a — x). Eine Strecke so zu theilen, dass 
das Quadrat über dem einen Abschnitt viermal so gross sei, als 
das Bechteck aus der ganzen Strecke und dem anderen Abschnitt. 
Ein rechtwinkeliges Dreieck über einer gegebenen Hypotenuse 
zu construiren ,. so dass die Projection der einen Kathete auf die 
Hypotenuse viermal so gross sei^ als der Ueberschuss der Hypo- 
tenuse über jene Kathete. In einem Kreise ist ein Durchmesser 
-AB gegeben und durch B ist eine Tangente an den Kreis ge- 
legt. Man soll einen Kreis construiren, dessen Mittelpunkt auf 
der Peripherie des ersteren liegt, und welcher durch A geht und 
die Tangente berührt. 

4* 
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47. X . [a — x) =■ \x — {a — x)^. Eine Strecke so zu 
theilen , dass das Rechteck aus den beiden Abschnitten gleich dem 
Quadrate über ihrer Differenz sei. 

48. 7 r^ e= 4. Eine Strecke so za theilen, dass das 

Quadrat über dem einen Abschnitt halb so gross sei, als das 
Quadrat über dem anderen. 

49. Eine Sehne eines gegebenen Kreises so zu verlängern, 
dass die von dem Endpunkt der Verlängerung an den Kreis ge- 
legte Tangente eine gegebene Länge habe. 

50. Auf einer Strecke AB ist ein Funkt C gegeben; es 
soll ein zweiter Punkt X auf ihr so bestimmt werden, dass 
AC.CX^CXiBX ist. 

b. Auflösnng einiger quadratischer Gleichungen mit 2 Unbekannten. 
61. X -{- y ^= a\ to .y ^^h. Setze x = }/h . tang 9, be- 
rechne sin 2fp. Für 4& > a* setze x=^Y^ • (^^s 9 + Y — 1 . sin 9) 
und bestimme cos 9> . a «= 32,137^ h »s 241,644. 

ö2. a; -|- y = 0; a; . y =» — b. Setze ä =« — ^d . tang 9, 
suche tang 2 g>. = 4,76097, h = 1,19514. 

53. a;^ -f- y^ = jw ; o; . y ««= n. Setze x = ]/m . sin tp 
und bestimme sin 2 9; im Falle, dass dies nicht möglich, setze 

a; = / n . (cos 9? + V~^ sin q>) und suche cos 29. f» = 99,22, 
n = 10,89. 

54. a;* + y^ =» »i; a; + y a= n. Mittelst x = ^»1 . sin g> 
und Bestimmung von 45^ + 9, im ungünstigen Fall mittelst 

a; = ^n (1 + y — 1 sin 9) und Bestimmung von cos 9). w =2,9, 
n «« 2,4. 

65. («2 + y^) • (^* — y') = »I : n ; x.y = p. Setze 
p sss X . tang 9>, bestimme cos 29 aus m und n, dann x durch j!^ 
und 9. f» = 25, « = 7, j» = 48. 

56. (a; + y) : (a: — y) = ö : &; x^ — y^ = iw^. Setze 
y B=a a; . cos 9?, bestimme i tp, dann a; durch m und 9>. a = 4, 
6 = 1, m~2^, 

Aehnlich: 57. x — y sss a\ x , y ^=^ b. 

68. a;2 -j- y^ = ^5 ^ — y = w. 

59. {oc -{- y)'{x — y) = « : &; a;^ -(- y^ «, ^2. 
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60. x^ -f" ^^y + y' = ^^j ^^y ==* ü- 

61. x — y = a{l + xy)\ x + y = byT+x^ .}/T+^. 

c. Beciproke Gleichimffen höheren Grades, welche eich auf 
Gleichmigen zwei&n Grades zurückführen lassen. 

62. x^ + ax^ + lx'^ + ax+l^O. 

Man dividire die Gleiphung durch a?*, setze x-\ =*«; y' + y 

X 

= — ö» y' • y" =" ft — 2, y' = J^6 — 2 . tang 9, also y" = Yb^-i . cotg qp, 
bestimme 2 9 und hierauf y' und y", setze sowohl y als y" gleich X'\ , 

X 

in den entstandenen Gleichungen dann x = — tang^'^, so ergiebt sich 
x' == — cotg ^ 'V' und man kann dann sin ip bestimiAen. Für imaginäre 
Wurzeln setze a?* «■ cos -^ + 1 . sin ^ , o?" — cos ^ — i . sin '^ und suche 

C08^. 

Aehnlich x* + ax^ — 6aj* + «* + ^ =■ ^» 

a) x^ + l,5ar» - 8a?« + 1,5a; +1 — 0. 
ß) x^ — Sx^ + f a;2 — 3a: + 1 = 0. 

y) x^ + 6x^ — 51,04a;2 + 5a; + 1 = 0. 
d) x^ — 12a;3 + 234+a;2 — 12a; + 1 — 0. 

b) x^ — 12a;» + 2^x^ — 12a; + 1 — 0. 

g) 144 x^ — 432a;3 + 563a:2 _ ^^^x + 144 = 0. 

63. x^ + ax^ + bx^ — bx^ — aa; — 1 = 0. 

L&Bst sich durch Absonderung des Factors x^ — 1 auf die 
vorige Aufgabe zurückführen. 

d. Auflösung cubischer Gleichungen mit einer Unbekannten. 

x^-^-px+q^O^ tanga = |?^-|-, tang/J — ^tang^a; 

64. a;3+ 162a; — 5805 = 0. 65. a;3 + 48a; — 504 = 0. 
66. a;» + 24a; — 511 = 0. 67. a;» + 54a; — 721 = 0. 

68. a;3 + 36a; +1727 = 0. 69. a;» + 36a; + 208 = 0. 
70. a;« + 54a; = 288. 71. a;»+ 72a; = 400. 

72. a;3+lta; = 828. 73. a;3+ 7680a; +4091904=0. 

74. x^ + \ni?x-^2m\ 
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75. JT^ — 2Tx + 24« = 0. 16. jt* — 18x4- 110 = 0. 

77. x^ — 6x— » = 0. 78. ar' — 48x — 520 = 0. 

79. JT* — 162x = 5859. 80. ar^ — 30x = 133. 

81. x^ — 18x — 217 = 0. 82. x^ — 54x -f 342 = 0. 

83. x* — 72x +.464 = 0. 84. x*^ — 90x = — 590. 

85. X* — 7x = 90. 8H. x.(x*— 9}=x+1606. 

87. x^—Jx— V^f— W=*>- 

x^-px±f=0', 4^^527^^; aii3* = |f .-|=. 

(Irredacibela^ FalL) 
x^ = + tyJLsaLS; X2 = 4:2l/-^-.aii(60^ — «;);* 

^3 = =F2/-|-.aii(60^+^). 

88. x^— 7x— S = 0. 89. x^ — 39x — 70 = 0. 
90. X« — 63x + 162 = 0. 91. x^ — 112x4- 384 = 0. 
92. x' — asax— 2662 = 0. 93. x^ — 0,13 x + 0,012 = 0. 

94. X» — 40,769092 X — 48,429978624 = 0. 

95. x« — 12,8509 x + 11,5527 = 0. 

96. X* — 9,0025 X + 10,OOö = 0. 

97- x' — 9x — 10 = 0. 98. x^ — 3 x + 1 = 0. 

99. « = 3x — 4x3. 

100. 5x3 — 21x = 3x*+17x + 2243^52^ 

101. x3 — 6 x* — 12 X + 112 = 0. 

103. x« — 7 x* + 12 X — 10 = 0. 
1(^. x^-f-^x* — 8x — 464 — a 

f) irredBcibeler 

104. x3 — 39x2 + 507 X — 2197 = 0. 

105. x3— 12x2-j-44x — 48 = 0. 

106. x3 + 15x2 + 71x + 10Ö = 0. 

107. x3 — 10x* + 3x + 54 = 0. 



J 
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' 108. or^ + 2 a:2 — 101 a; — 462 = 0. 
109. x^ — 12,8 a;2 + 51,29 x — 62,422 = 0. 
nO. x^ + 21ö;465 x^ + 313,505696 x — 0,942456 = 0. 

e. Sonstige Hilfswinkel. 

Gegeben sind log a, log &, u. s. w. Gesucht wird mittelst 
trig. Functionen von Hilfs winkeln log x für 

111. x^'/cT+l. 112. x = ya—b. 

113. a; = Ä + ft — c + rf. 114. a;=^qj^. 

115. a; = ^^. 116. a;=/^q:^-(-/ö-^. 

117. a; = fÄ»— !>». 118. y^Dfi+~V^. 

119. o; = y{a -{-hy — ^ab cos a^. 

120. fl . sin a — & . sin /J auf die Form x . sin 9 zu bringen. 

121. Ebenso a . cos a — ^ . cos /3 auf die Form x . cos q>. 

122. Ebenso a . tang a — b . lang /J auf die Form x . tang 9. 

123. a: = ö f^tang a + sin a + * f^tang a — sin a. 

Die Aufgabe, die Gleichung . sin a; + ^ • cos o: = c mittelst 
eines Hilfswinkels aufzulösen, ist in der Anleitung, Seite 16 be- 
handelt. 

f. Gebranch der logarithmischen und trigonometrischen Differenzen 
zur indirecten Auflösung von Gleichungen. 

124. Aus der Gleichung a ^^ss a •\- b .^m a soll a gefunden 
werden. Es sei a = 332» 28' 55"; b «= W 3' 20" — 50600", also 
log h = 4,70415(05). 

1. Annahme: a = 330® + x' 

log sin tf = 9,69897 n — 22 a; 
log b = 4,70415 

log ip . sin a) = 4,40312 w — 22 o; 

10" 
«^ . sin a = - 25300" + 22 o; . ^ 



= ^ 70 1' 40" + 13 06 
ö + & . sin a = 3250 27' 15" + 13 x 

= 330® 4- 60 ^ 



47 o;" = — 40 32' 45" = — 16365" 

a;" = — 348 • 
x' = 50 48'. 
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2. Aunahine : a = 324» 12' + y" 

log sin a = 9,76712 n — ^ y 
log b =. 4,70415 ' 



log (b . sin a) = 4,47127n — ^ y 



«^ . sin a = — 29599" + ^ y 



60 

10" 



ff 
ff 



ff 



ff 



ff 



60 ^ • 16 
= — 8<> 13' 19" + 0,19 y" 
ö + Z> . sin « = 324« 15' 36" -f 0,19 y 

= 3240 12' -f y 

0,81 y" = 3' 36" = 216" 
y" = 267" = + 4' 27". 

3. Annahme: a = 324» 16' 27" + z" 

log sin a = 9,7663439 w — 29,27 z 

log b = 4,7041505 

log {b . sin a) = 4,4704944 n — 29,27 z" 

& . sin a = — 29545",7 + ?J^ z" 

= — 8» 12' 25",7 + 0,1992 z" 
« + Z? sin a = 324« 16' 29".3 + 0,1992 z 

«= 324» 16' 27" + z 

0,8008 z" = +2",35 z" = + 2",87. 

4. Annahme: a = 324« 16' 29",87 + u 

9,7663354 w + 29,27 u' 

4,7041505 

4,4704859 n + 29,27 tT 

— 8» 12' 25",13 + ^ !/' 

324« 16' 29",87 + 0,1992 u 

= 3240 16' 29",87 -f tT 

0,8008 u = 0",00 . . 
a = 3240 16' 29",87. 
125. a; + 5« sin aj = 72». Gesucht x, 
1. Annahme: x = 68« -f- a;' 

log sin a; = 9,96717 + 5 a:' 
log 300 =2,47712 



278' + lfe^' = 4«38'+A^' 
720 38' + 1«1 ;^' ==, 720. _ 38^ „ ^. 37. 
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2. Annahme : x=6V 23' + y" 

60 



9,96525 + A y" 



log 18000 = 4,25527 



4,22052 + A y" 



40 36' 56" + 0,032 y" 
71» 59' 56" + 1,032 y" = 72« 

y 1:032"" + ^"'^- 
3. Annahme : o; = 67<> 23' 4" + /' 
9,9652515 + 8,77 z 
4,2552725 
4,2205240 + 8,77 z 

40 36' 55",9 + 0,034 z" 
71« 59' 59",9 + 1,034 z" = 72» 

126. a;0 : sin x'^ = 80^ Gesucht x. (80® = 4800'.) 

1. Annahme : x = 50® + ^' 

= 3000' + X 
logx =3,47712 + 15 a;' 
log sin x^ — 9,76850 + 22 x 
3,70862— 7x 
= 3,68124 
7x=+ 0,02738 
aj' = 4- 391' = + 6» 31' 

2. Annahme : x = 66^ 31' + y' 

= 3391' + / 
loga; =3,53033 + 13 y 
log sin x^ = 9,84238 + 16 y 
3,68795 — 3 y 
= 3,68124 
3y — 671' 
y = 224' = + 3« 44'. 

3. Annahme: x = 60® 15' + z' 

= 3615' + z 
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logx =3,55811 + 12 z 
log sin x^ = 9,87724 + Uz 



3,68087 — 2z 
= 3,68124 

2 z = — 37' 
z = — 18' 30". 
4. Annahme : x = b9^ 56' 30" + u" 

= 3596',5 + w" 
log X = 3,55588 + 12 w 
log sin a;2 = 9,87455 -j-Uu 
3,68133 — 2u 
= 3,68124 

2 !/ = + 9' 
ti = 4- 4',5. 
5. Annahme: o; = 60*^ l' + w' 

= 216060" + w' 

log a;" = 5,3345744 + 20,1 w 

log sin x^ = 9,8752070 + 24,28 w 

5,4593674 — 4,18 w 

5,4593925 = log 288000 

4,18 f^ = — 251 

tf; = _60 

6. Annahme : o; = 60® 0' 0" + q 

= 216000" 
log x' = 5,3344538 + 20, 1 ^ 
log sin x^ = 9,8750612 + 24,3 g 

5,4593926 — 4,2 ^ 
= 5,4593925 
4,2 q = 1" 
q = 0y2.. 

a; =n 60^ sin 60» = i/A; 60<> : -|- = 80«. 

127. Denjenigen Bogen in Gradmass zu bestimmen, welcher 
seinem Cosinus gleich ist. 

128. Den Centriwinkel und die Sehne desjenigen Kreis- 
sectors zu bestimmen, welcher durch letztere halbirt wird. 

129. Es soll ein Quadrant durch eine Senkrechte auf einem 
der begrenzenden Badien halbirt werden ; man suche den Centri- 
winkel zu dieser Senkrechten als Sinus. 



'uu" 
ff 

ff 

ff 
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130. Ein Halbkreis soll durch eine zu dem Durchmesser 
parallele Sehne halbirt werden-, man berechne den zur Sehne 
gehörigen Centriwinkel. 

131. Man bestimme in einem Quadranten den von einem 
Endpunkt desselben aus genommenen Bogen in Oradmass, dessen 
Sehne, wenn man sie bis zum Durchschnitt mit der Verlängerung 
des durch den andern Endpunkt des Quadranten gehenden Radius 
verlängert, mit ihrer Verlängerung dem Bogen gleich ist. 

132. Man berechne den Centriwinkel einer Sehne ^ welche 
den dritten Theü des Kreises von demselben abschneidet. 

133. Auf dem einen der beiden Radien, welche einen Ereis- 
sector begrenzen^ ist in seinem Endpunkt eine Senkrechte er- 
richtet, welche die Verlängerung des anderen von diesen Radien 
schneidet. Man suche den Centriwinkel des Sectors, wenn das 
entstandene rechtwinkelige Dreieck durch den Bogen halbirt wird. 

134. x^ — 20« . cos a; = 32». 

135. X = 37» 58' 25",6 + 3» 27' 12" . sin x. 

136. a; + 5« 3' 2" . tang x = 83» 0' 33",6. 

137. Für welchen Winkel ist die Tangente gleich dem 
doppelten Bogen? 

138. Für welchen Winkel ist die Summe des Sinus und 
des Cosinus gleich der Tangente? 

g. AnflösuDg der Gleichung jj"* i a == 0. 
Bestimmung der mehrfachen Werthe einer Wurzel. 



(cos o; -4- I . sin ir)*" = cos — a; + i . sin — o; : 
y l ass cos h I . sm — , u. s. w. 



m 



m 



139. x» — 1 = 0; a: — l; i(— 1 + ^^—3). 

140. a'+l — O; » = — l;i(l + V^^). 

141. a;« — 1=3 0; »=1; — 1; ^(+ 1 + j/^^); 
i(-l±?/=^)- _ -_ _ 

142. a:«+l=-0; «—.4:^—1; i(j/3 + /—l)i 
i (- /3 + /^. 
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143. aj«^— 1 = 0; x^l; {(yb—l±l/lO + 1lj/b.j/—l); 

|(_ 1 _ / 5 4- f/lO— 2^y^=^). 

144. a;» + l=0; a; = i (1 + ^5+^10 — 2/6./^=^); 
1 (1— ^5 4:/l0 + 2^ö. ^^5 — 1. 

145. X =*^I =» 1 ; 0,9135464 + 0,4067367 1; 0,6691306 

+ 0,74314491; 0,3090170 + 0,9510564 1; 

— 0,1045285 + 0,9945219 1; 

— 0,6 + 0,86602541 ; — 0,8090169 

+ 0,58778531;— 0,9781474+0,20791171. 

146. 0^=^=1,104089; 0,6883886 + 0,86321 18 1; 

— 0,2466830 + 1,076408 1 ; 

— 0,9947606 + 0,4790464 1. 

147. ya + bt = y g .[cos --^ h i . sm —^ ) , 

^ = + /52:+P, tangz=^; |/5 + 7.i = ? 

148. Die 2n Wurzeln der Gleichung x^^ +pa;" + ^ = 
zu bestimmen. 



B. Ebene Trigonometrie. 

I. Das rechtwinkelige Dreieck. 

§. 11. Die Fundamental-Aufgaben. 

a) Aus den Katheten a, b eines rechtwinkeligen Dreiecks 
die übrigen Stücke und den Flächeninhalt desselben zu berechnen. 

1. = 525,1; & = 785,3. 

Ausrechnung: 
log 0=2,7202420 log «=2,7202420 log(aZ^)=6,6152776 

logZ>«= 2,8950356 log sin «=9,7449559 0,3010300 

log tg «=9,8252064 log c=2,9762861 log F = 5,3142476 

a=330 46'8",87 c=944,6830 F= 206180,5 

/} .»56. 13.51,13 
2 log 0=5,4404840; a^ = 275730,0; c^ = 892426,1 
2 log & = 6,7900712; b^ — 616696,1; log c^ = 6,9605722 

log c = 2,9752861. Probe. 
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2. 



^ = 244, h= 151. 

Ausrechnung: 

log a = 2,38739 
log h = 2,17898 



log tg a = 0,20841 
log sin a = 9,92959 



log c 
log {ah) 



2,45780 
4,66637 
0,30103 



«eaa 


58« 


14' 


/»- 


31. 


45. 


c = 


286,95 



64" 
6 



Probe: 
4,77478 
4,36796 



a^ 



18422 



log F =3 4,26634 

3. Ä = 0,849, b = 0,d20. 

a = 0,849 0,92891—1 

b = 0,920 0,96379—1 

a = 42» 42' 5" 9,96512 



ß = 47. 17. 15 9,83134 
c = 1,2619 0,09767 



0,89270 

0,30103 

0,39055 0,59167 



0,85782- 

0,92758 

0,72081 

0,84640 

1,56721 

0,19513 

0,09757 



» 59636 
: 2 2801 
~~82337 
4,91660 
2,45780 
logc. 

-1 
-1 





Aufgabe. 




Besaltate. 






a 


b 


a 


ß 


c 


F 


4. 


94,638 


536,72 


i(fi 0' 


80» 0' 


545 


25397 


5. 


137,07 


307,86 


24. 


66. 


337 


21099 


6. 


2060,3 


2288,1 


42. 


48. 


3079 


2357086 


7. 


38,313 


19,522 


63. 


27. 


43 


373,97 


8. 


364,57 


83,496 


77. 6 


12. 54 


374 


15220 


9. 


1,2291 


14,950 


4. 42 


85. 18 


15 


9,187100 


10. 


1,4263 


9,8978 


8. 12 


81. 48 


10 


7,0585 


11. 


6,3406 


18,968 


18. 29 


71. 31 


20 


60,135 


12. 


16,156 


26,278 


32. 35 


57. 25 


30 


204,20 


13. 


204,22 


219,76 


42. 54 


47. 6 


300 


22440 


14. 


4199,7 


2713,4 


57. 8 


32. 52 


5000 


5697800 


16. 


415,38 


62,080 


81. 30 


8. 30 


420 


12894 


16. 


463,39 


38,641 


85. 14 


4. 46 


465 


8952,9 


17. 


206,14 


454,43 


24. 24 


65. 36 


499 


46838 


18. 


0,089076 


0,12928 


34. 84 


55. 26 


0,157 


0,0057581 


19. 


0,104683 


0,114308 


42. 29 


47. 31 


0,155 


0,0059831 


20. 


13,690 


16,926 


38. 58 


51. 2 


21,77 


115,87 


21. 


2,0054 


1,2874 


57. 18 


32. 42 


2,383 


1,2909 


22. 


0,30108 


0,65360 


24. 44 


65. 16 


0,71962 


0,098639 


23. 


10,3426 


888,84 


0. 40 


89. 20 


888,9 


4596,5 



Beehtwiiikeligei Dreieck. Faiidmi>ieiitKUii^b«ii, 



b) Ein rechtwinkeliges Dreieck aas der Hypotenuse c i 
einer der Katheten 3 



24. c-=S>%bO; a = 4754 

log a = 3,6770592 
logc =3,7671659 



log »in « — 1 

a = 54»2l'2ff',20 
/J — 35. 38.39,80 



log c = 3,7671559 

log cos a = 9,7654843 

log l> <= 3,5326402 

b •= 3409,104 



log a ' 
log * = 



. 3,6770592 
: 3,5326402 



c — a-=. 1096 
c+a= 10604 



7,2096994 
0,3010300 



3,0398106 
4,0254697 



log F — 6,9086694 7,0652803 

F = 8103440 3,5326402 

= log b. Probe. 



25. C = 363, »— 217. 

log b •= 2,33646 
log c = 2,55991 

log cos « = 9,77655 ; a = 53" 17' 18" 
log sin <K <=' 9,90399 ß = 36. 42. ~42 
log a = 2,46390 a = 291,01 
log {ab) = 4,80036 
log F = 4,49933 F— 31574 



C - i = 146 
c + i. = 580 
2,16435 
2,76343 
4,92778 
3,46389 
— log a. 



c = 9,994 
a — 5,752 



«—35» 8' 17" 
i3=54. 51. 43. 
* == 8,1728 



0,75982 
0,99974 
9,76008 
9,91263 
0,91237 
1,67219 
1,37116 



4,242 

15,746 

0,62757 

1,19717 

0,91237 
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Aufgabe. 


Resultate. 




c 


a 


a 


ß 


b 


F 



27. 
28. 
29. 
30. 
31. 
32. 
33. 
34. 
35. 
36. 
37. 
38. 
39. 
40. 
41. 
42. 
43. 
44. 
46. 
46. 



2194 


1768 


30,69 


24,67 


3,79 


3,38 


65,555 


40,846 


7,2005 


4,3809 


8590 


4476 


92,9 


63.8 


78' 


71 


210,111 


80,782 


1,70452 


0,87807 


214,2590 


96,8412 


86,53 


71,78 


93,4 


60,7 


8,757 


6,979 


205 


136 


1734 


792 


8651 


869 


9,35 


8,49 


91,92 


2,19 


50,6 


17,4 



63« 15' 7" 
53. 29. 63 
63. 6.10 
38. 82. 23 
37. 28. 30 
31. 24. 15 
43. 22. 26 

65. 32. 30 
22. 36. 38 

31. 0.26 

26. 52. 14 

66. 3. 

32. 52. 35 
52. 60. 24 
41. 11. 17 

27. 10. 35 
6. 46. 64 

65. 14. 

1.21.64,76 
20. 9.17 



360 44' 53" 


1312,7 


36.80. 7 


18,266 


26. 63. 50 


1,7146 


61. 27. 37 


61,276 


62. 31. 30 


6,7144 


68. 35. 46 


7331,7 


46. 37. 34 


67,629 


24. 27. 30 


32,294 


67. 23. 22 


193,96 


58. 69. 34 


1,4610 


63. 7.46 


191,13 


33.57. 


48,324 


57. 7.26 


78,442 


37. 9.36 


6,2897 


48. 48. 43 


154,27 


62. 4a. 26 


1542,66 


84.14. 6 


8607,4 


24.46. 


3,917 


88.38. 6,26 


91,894 


69. 60. 43 


47,407 



1153840 
226,19 
2,8977 
1047,2 
12,617 
16408100 
2164,16 
1146,45 
7834,3 
0,64141 
9264,4 
1734,36 
. 1988,5 
18,468 
10413 
610867 
3739910 
16,628 
100,62 
412,44 



Anmerkung: Sind c und a nur wenig von einander ver- 
schieden, so wird der Winkel a sehr gross und seine Bestimmung 
durch den Sinus wird ungenau. In diesem Falle bedient man 

sich deshalb besser der Formel tang ^ j5 = 1/ -^-? . Da hier 

zur Berechnung von ß dieselben Logarithmen gebraucht werden, 
wie zur Berechnung von &, so ist dieses Verfahren auch dann 
bequem, wenn a nicht nahe an 90® ist, und der mittelbaren 
Berechnung von a durch den berechneten Werth von b und 
tang (K ss= a : & vorzuziehen. 

47. ^ = 60; a = 49; /J — 11® 28' 42". 

48. c = 12; 6 = 11; a = 23» 33' 24". 

c) Ein rechtwinkeliges Dreieck aus der Hypotenuse c und 
einem spitzen Winkel zu berechnen. 

49. c = 0,665008, a = 6» 17' 15", also /J = 83® 42' 45". 
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log sin a 
log c 
log cos a 



9,0394831 1 , log ö 
0,8228268—1/ "*" log» 
9,9973798 } + log (ah) 



0,8623099—2 
0,8202066—1 



0,6825165—2 







0,3010300 


a — 0,0728299 


logi^ 


— 0,3814865—2 


h — 0,6610078 


F 


= 0,02407058 


2 log a ' 


= 0,7246198- 


-3 


2 log » > 


« 0,6404132- 


-1 


ö«. 


= 0,0053042 




»2. 


^ 0,4369313 
0,4422355 


— 


log c^ • 


» 0,6456536- 


-1 


Probe: log c 


= 0,8228268- 


-1. 


ÖO. c= 90,844, ß = 


59V29'30", c 


f — 30» 30' 30". 


log sin a = 9,70558 


2 


log a = 3,32776 


log c =» 1,95830 


2 


log b = 3,78716 


log cos a = 9,93528 




«2 = 2126,48 


log a = 1,66388 ; a -- 


= 46,119 


b^ = 6125,71 


log b = 1,89358 ; b « 


= 78,267 


c^ = 8252,19 


log {ab) = 3,55746 




3,91657 


logF —3,25643; F 


— 1804,8 


1,95829 
Probe. 


51. 


. 




c = 798,10 


9,87977 


5,56366 


cc = 49» 18' 15" 


2,90206 ^ 


5,43266 


ß = 40. 41. 45. 


9,81427 


366150 


a — 605,10 


2,78183 


270806 


2» — 520,39 


2,71633 


636956 




5,49816 


5,80412 


F= 157446 


5,19713 


2,90206 
Probe. 


52. /'=:tc2gin2a. 






c = 798,10 


log^c 


= 2,60103 


a = 49« 18' 15" 




5,20206 



ic ^ 399,05 
2 a — 98. 36. 30 



log sin 2 a : 

logF- 

F 



9,99508 
5,19714 
157450 



^ 
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53. 



c 
a 



412 
83M' 



206 

660 8' 



2,31387 
4,62774 
9,96118 
4,58892 
38808,2. 



Aufgabe. 



Besnltat. 



a 



ß 



a 



54. 


2280 


56. 


7,65013 


56. 


62,7341 


57. 


525,01 


58. 


627 


59. 


857 


60. 


72,15 


61. 


57,54 


62. 


3,6435 


63. 


2,2474 


64. 


155,44 


65. 


797,92 


66. 


9,999 


67. 


7 


68. 


571 


69. 


64 


70. 


1 


71. 


200 


72. 


93,4 


73. 


600 



280 5' 0" 
10. 2.15 
59.12. 5,7 
86. 10. 12,5 
23.30. 
32. 40. 15 
39. 34. 30 
44. 54. 50 
50. 0. 12 
53. 3. 19 
59. 45. 20 
66. 36. 24 
6. 56. 30 
0. 30. 12 
27. 27. 27 
25. 35. 30 
36. 

68. 12. 57 

13. 34. 59 

0. 0. 13 



61» 55' 0" 
79. 57. 45 
30. 47. 54,3 
3. 49. 47,5 
66.30. 
57. 19. 45 
50. 25. 30 
45. 5. 10 
39. 59. 48 
36. 56. 41 
30. 14. 40 
23. 23. 36 
83. 3. 30 
89. 29. 48 
62. 32. 83 
64. 24. 30 
54. 

21.47. 3 
76.25. 1 
89. 59. 47 



1073,3 

1,3334 

53,887 

523,83 

250,02 

462,61 

45,967 

40,625 

2J912 

1,796^ 

134,28 

732,33 

1,2085 

0,0615 

263,29 

27,645 

0,58779 

185,72 

21,9355 

0,03781 



2011,6 

7,5330 

32,121 

35,067 

575,00 

721,40 

55,613 

40,748 

2,3418 

1,3508 

78,29 

316,8 

9,9258 

6,9997 

506,69 

57,721 

0,80902 

74,217 

90,7880 

600 — ? 



1079530 

5,0221 

865,45 

9184,5 

71880 

166873 

1278,2 

827,62 

3,2683 

1,2131 

5256,6 

116003 

0,59975 

0,21522 

66701,7 

797,87 

0,23777 

6734,9 

995,75 

11,344 



d) Ein rechtwinkeliges Dreieck ans einer Kathete und einem 
spitzen Winkel zu berechnen. 

74. a = 76,5183, a — 24^ 5' 12",11 , /J = 65» 54' 47",89. 



log cotg a « 10,3496507 
log« -=» 1^8837653 
log sin a »= 9,6107863 



log& 
logc 



2,2334160 
2,2729790 



log {ah) 
logF 



4,1171813 
3,8161513 



F= 6548,643 
b = 171,1654 
c = 187,4904 



BxiDT, Aufgaben. I. 
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2 log c = 4,5459580 
2 log ^ = 4,4668320 





c^ = 35152,65 




b^ = 29297,60 




«2 „ 6855,05 




log «2 ,_ 


3,7675306 




Probe: 


1,8837653. 


75. a 


— 982 


• 


ß 


= 26^ 38' 15" 


log cotg a = 9,70034 


a 


— 63. 21. 45. 


log a = 2,99211 


b 


= 492,55 


log sin a = 9,95127 


c 


— 1098,60 


log b = 2,69245 




= 241839 


log c = 3.04084 


F 


log {ab) = 5,68456 






log F = 5,38353 






2 log c = 6,08168 






2 log * = 5,38490 






c^ = 1206920 






b^ = 242606 






a^ — 964314 






log «2 = 5,98422 




Probe: log fl = 2,99211. 


76. 








b — 0,77014 


9,88769 




a — 370 40' : 


22" 9,88657 




ß — 52. 19. : 


58. 0,89846 




a = 0,59465 


9,77426 




c = 0,97300 


9,98811 
9,66083 




F = 0,22898 


9,35980 
9,97622 
9,54852 
0,94672 
0,35361 
0,59311 
9,77314 
Probe: 9,88657. 






§. 12.] 
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Aufgabe. 



Besnltat. 



a 



ß 



77. 


2,894 


78. 


18,003 


79. 


21,927 


80. 


78,555 


81. 


637 


82. 


992 


83. 


73 


84. 


57 


85. 


2,189 


86. 


48,532 


87. 


0,2831 


88. 


0,1705 


89. 


0,2364 


90. 


0,0795 


91. 


0,0935 


92. 


0,0008 


93. 


50,937 


94. 


2 


95. 


3 


96. 


4 



38^21' 30" 
47. 0. 
51.15. 3 
59. 45. 11 
4.35. 
13.41. 
21. 8.12 
26. 40. 40 
44. 35. 14 
36.44.11 
44. 44. 44 
54. 15. 21 
60. 19. 22 
69. 32. 18 
75.24. 4 
86. 0. 

43.48. 1 
3.38. 

23. 49. 30 
52. 4. 2 



51« 38' 30' 
43. 0. 
38. 44. 57 
30. 14. 49 
85.25. 
76.19. 
68. 51. 48 
63. 19. 20 
45. 24. 46 
53. 15. 49 
45. 15. 16 
35. 44^ 39 
29. 40. 38 
20. 27. 42 
14. 35. 56 
4. 0. 
46.11.59 
86.22. 
66. 10. 30 
37. 55. 58 



3,6568 

16,788 

17,598 

45,807 

7946,0 

4074,46 

188,82 

1 13,44 

2,2208 

65,025 

0,28563 

0,12273 

0,13472 

0,029663 

0^024353 

0,0000559 

63,116 

31,496 

6,7939 

3,1176 



4,6633 

24,616 

28,115 

90,937 

7971,5 

4193,55 

202,44 

126,96 

3,1183 

81,138 

0,40215 

0,21007 

0,27209 

0,084854 

0,096620 

0,000802, 

73,592 

31,560 

7,4268 

5,0714 



6,2913 

151,117 

192,935 

1799,2 

2530820 

2020910 

6891,9 

3233 

2,4307 

1677,9 

0,040431 

0,010463 

0,016924 

0,0011791 

0,0011385 

0,000000022376 

1352,8 

31,496 

10,191 

6,2361 



§. 12. Gleichsöhenkelige Dreiecke. 

a) Die Winkel, die Höhe und den Flächeninhalt eines gleich- 
schenkeligen Dreiecks aus der Basis b und einem Schenkel a zu 
berechnen. 



1. «= 14,3; b= 11. 
ß = 450 14' 23",0; 

2. = 3,4; & = 6; 

j3 = 123^51' 18",2; 

3. a = 5; b = 2,8; 
jS = 320 31' 13",4; 



a==:670 22'48"55; 
Ä = 13,2; F=72fi. 

a = 28M'20",9; 
A=l,6; 2^= 4,8. 

a = 730 44' 23",3; 
Ä=»4,8; 2^=6,72. 



b) Aus dem Schenkel a und dem Winkel ß an der Spitze 
oder einem Basiswinkel a die übrigen Stücke eines gleichschenke- 
ligen Dreiecks zu berechnen. 

4. « « 835; ß = 154» 59' 22"; a = 12« .30' 19"; 
^ & = 1630,4; h = 180,804; Z' =.147390. 

5* 
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5. a= 7,71; ß — 1100 48' 48"; a — 34» 35' 36"; 
b = 12,6938; h =» 4,3773; F — 27,7825. 

6. a = 0,295; a = 68« 10' 9"; /J = 43« 39' 42"; 
b = 0,21940; h = 0,27384 ; ^ = 0,0300407. 

c) Ein gleichschenkeliges Dreieck aus der Basis b und einem 
Basiswinkel a (oder dem Winkel ß an der Spitze) zn berechnen. 

7. & — 5,6840; a = 48^ 12' 10"; ß *= 83^ 35' 40"; 
a = 4,264 ; h -» 3,1789 ; F «= 9,0342. 

8. b^ 4,5656; a = 51<> 14' 12"; /J = 77® 31' 36"; 
a »a 3,646 ; h ^ 2,8429 ; F — 6,49. 

9. & = 2,3512; ß = 69<> 49' 26" ; « = 55» 5' 17"^ 
a — 2,0541 ; ^ «> 1,6844; i^ -» 1,9803. 

d) Ein gleichschenkeliges Dreieck aus der Grundlinie b und 
der Hohe h zu berechnen. 

10. b = 147; Ä — 70; a = 43» 36' 10",1 ; 

/S = 92« 47' 39",8 ; a — 101^ ; i^ — 2572^ . 

11.6 = 9; Ä = 20; a = 77<> 19' 10",6 ; 
ß — 25» 21' 38",8 ; ä — 20^; ^ = 45. 

12. 6 — 63; » — 10,8; a = 18» 56' 28",7. 
/J=1420 9'2",6; a = 33,3; i^« 170,1. 

e) Ein gleichschenkeliges Dreieck aus der Höhe h und dem 
Schenkel a zu berechnen. 

13. Ä = 6,6; a = 6,71; a — 79» 36' 40",0; 

ß — 20® 46' 40",0; b — 2,42; i?» — 7,986. 

14. Ä »^ 4,2; fl = 7,95; a «= 31® 53' 26",8; 

ß = 116® 13' 6",4; b = 13,5; /'= 28,350. 

15. Ä = 196; a = 227,5; a = 2® 599' 23",2; 
j8= 61® r 13",6; 6 = 231; F= 22638. 

f ) Ein gleichschenkeliges Dreieck aus der Höhe h und dem 
Winkel ß an der Spitze (oder dem Basiswinkel a) zu berechnen. 

16. h = 3,1893; ß = 63® 41' 18"; a = 58® 9' 21"; 
= 3,7543; 6 — 3,9616; JP»— 6,3173. 

17. Ä = 7,4847; a = 76® 14' 21"; ß = 27® 31' 18"; 
a = 7,7058; b = 1,8330; F ^ 13,719. 

18. h = 16,8; a = 81® 12' 9",3; /J = 17® 35' 41",4; 
ö»«17;. 6 — 2,6; Z'— 43,68. 
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§. 13. Der Kreis. 

1. Wie gross ist in einem Kreise mit dem Badins 1 die 
zu dem Gentriwinkel a gehörige Sehne? a) a <» 43^ 2'; 
b) « = 75» 10' 24"; c) a -= 124« 18' 84". 

2. Wie gross ist in einem Kreise mit dem Badius r die 
zü dem Gentriwinkel a gehörige Sehne? a) a — 27« 42' 36",2; 
r « 4,176 ; b) « «= 168« 5' 69" ; r — 14,47 ; o) « — 134« 20' 24"; 
r«2,17. 

3. Eine Sehne im Kreise mit dem Badius 1 sei gleich s ge- 
geben; man berechne den zugehörigen Gentriwinkel. a) saB0,74922; 
b) s « 1,76588. 

4. Den zu einer gegebenen Sehne s in einem Kreise 
Yon gegebenem Badius r gehörigen Gentriwinkel zu berechnen. 
5 = 8,4468; r= 7,651. 

6. In einem Kreise schneiden sich zwei Durchmesser unter 
dem spitzen Winkel y. Verbindet man ihre Endpunkte, so ist 
die eine Yerbindungssehne um d^ grösser als die andere. Wie 
gross ist der Durchmesser des Kreises und wie gross sind die 
Sehnen? 

6. Wie verhftlt sich in einem Kreise die Sehne, welche 
halb 80 gross wie der Badius ist, zu der Länge des zugehörigen 
kleineren Bogens? 

7. Wie gross ist der Gentriwinkel eines Kreises, dessen 
Sehne gleich ^ des Badius ist? 

8. Wie verhält sich diejenige Sehne, deren Bogen dem 
Badius gleich ist^ zum Badius? 

9. In einem Kreise mit dem Badius r ist eine Sehne 
gleich s gegeben; man soll die LSnge des zu ihr gehörigen klei- 
neren Bogens berechnen. « »= 9,8; r «» 9,904. 

10. Wie gross ist der Badius eines Kreises, in welchem 
die Sehne s den Peripheriewinkel a hat? s^^ 6,9892; a s» 34«. 

11. Die Sehne eines jeden Bogens an der Donaubrttcke in 
Ubn ist gleich 60 Fuss, seine Höhe gleich 10 Fuss; wie lang ist 
der Bogen? * 

12. Den Flächeninhalt eines Kreissegments zu berechnen, 
wenn der Badius r und die zugehörige Sehne s gegeben sind, 
r a» 11,284; $ — 6,9738. (Zwei Auflösungen.) 
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13. Ebenso a) aus r und dem Abstand p der Sehne vom 
Mittelpunkt, b) aus r und dem zugehörigen Centriwinkela.r=37, 
a e=s 29® 38' 15"; c) aus r und der Länge b des zugehörigen 
Bogens. 

14. In einen Kreis ; dessen Radius gleich r ist, sind von 
demselben Punkte der Peripherie aus zwei Sehnen gezogen, 
welche bezüglich die LSngen a und h haben. Wie gross ist der 
Winkel, den diese Sehnen mit einander bilden? Insbesondere 
sei a) ö=&=r; b) fl = 2,868; ^^ = 7,09805 r=5. (Zwei Fälle.) 

15. In einem Kreise, dessen Radius gleich r ist, gehen von 
einem Punkte der Peripherie aus zwei Sehnen, deren Längen be- 
züglich gleich a und b sind. Wie gross ist der von ihnen ein- 
geschlossene Bogen in Längenmass, und wie gross ist der zwischen 
ihnen liegende Theü des Kreises? (Zwei Fälle.) r ^ 1,41472; 
a = 2,76756; b = 1,01398. 

16. In einem Kreise, dessen Radius gleich r ist, sind zwei 
einander parallele Sehnen bezüglich gleich a und b gegeben. Man 
berechne a) die Grösse jedes der zwischen ihnen liegenden Bogen, 
b) den Flächeninhalt des zwischen ihnen liegenden Theiles des 
Kreises, r = 57,2958; a = 105,483; b = 111,654. 

17. In welchem Yerhältniss muss ein Radius eines Kreises 
durch eine zu ihm senkrechte Sehne getheilt werden, damit 
letztere die Peripherie des Kreises im Yerhältniss m : n theile? 
m : n BS 3 : 1. 

18. Eine Sehne eines Kreises, dessen Peripherie gleich P 
gegeben ist, theile diese Peripherie im Yerhältniss m : n. Man 
berechne den Abstand der Sehne vom Mittelpunkt mm =s 2:3; 
/>= 310,657. 

19. Die Peripherie eines Kreises ist in ihre 360 Grade ge- 
theilt, und von einem der Theilpunkte sind nach allen übrigen 
Sehnen gezogen. Man soU die Summe dieser Sehnen durch eine 
möglichst einfache goniometrische Formel ausdrücken und hieraus 
für den Radius 1 a) den Winkel bestimmen, dessen Tangente 
halb so gross, sowie b) den Winkel, dessen Tangente gerade so 
gross als diese Summe ist. 

20. Die Aufgabe, aus der Sehne s eines Bogens im Kreise 
mit dem Radius r die Sehne des halben Bogens zu berechnen, 
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soll auf trigonometrischem Wege gelöst, und sodann soll die 
üebereinstimmung der gefundenen Formel mit der fdr dieselbe 
Aufgabe in der Planimetrie abgeleiteten nachgewiesen werden. 



§. 14. Regelmässige Polygone. 

1. Wie gross ist die Seite des einem Kreise mit dem 
Radius reinbeschriebenen regelmässigen Vierzehn-Ecks ? r =17,976. 

2. Man berechne die Seite eines regelmässigen Siebenecks 
aus seinem Flächeninhalt F. F = 43^253. 

3. Einem Kreise ist ein regelmässiges Neuneck von a 
Quadratmeter Inhalt einbeschrieben ; welche Länge hat der Eadius 
des Kreises? flt = 289|. 

4. Wieviel beträgt der Flächeninhalt eines regelmässigen 
Achtzehnecks, dessen Umfang gleich u Decimeter ist? w=102,96. 

5. Der Flächeninhalt des einem Kreise einbeschriebenen 
regelmässigen Fünfecks sei gleich a Quadratcentimeter. Wie gi'oss 
ist ein demselben Kreise einbeschriebenes regelmässiges Elfeck? 
a = 3,3184. 

6. Ein regelmässiges Neuneck habe mit einem regelmässigen 
Zehneck gleichen Umfang. Wie verhalten sich die Flächenräume 
der beiden Figuren zu einander? 

7. Ein regelmässiges Elfeck habe mit einem regelmässigen 
Zwanzigeck gleichen Umfang; der Inhalt des ersteren sei um a 
Quadratmeter kleiner als der des letzteren. Wie lang sind die 
Seiten der beiden Polygone? a = 294,56. 

8. Berechne den Inhalt eines regelmässigen Achtzehnecks 
aus dem Badius Q des einbeschriebenen Kreises, q = 4,9127. 

9. In und um einen Kreis sind zwei regelmässige Sieben- 
undzwanzigecke so beschrieben, dass ihre Seiten paarweise parallel 
sind. Man soll den Flächeninhalt der zwischen ihren Umfangen 
liegenden Figur aus dem Radius r des Kreises berechnen, 
r = 3,06668. 

10. Wie verhält sich der Inhalt eines regelmässigen Sieben- 
zehnecks, dessen Seite gleich a ist, zum Inhalt eines regel- 
mässigen Neunzehnecks, dessen Seite gleich 2^ ist? a»= 15,0904; 
& =» 16,5173. 
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§. 15. Anwendungen des rechtwinkeligen und des 

gleichschenkeligen Dreiecks. 

a. Aufgaben ans der Planimetrie. 

1. Die Seiten nnd den Inhalt eines Rechtecks au^ der Dia- 
gonale d und dem Winkel a, welchen dieselbe mit einer Seite 
bildet, zu berechnen, d = 325, a ^ 25® 42\ 

2. Aus den Seiten a und b eines Bechteeks die Winkel 
zu berechnen, welche dieselben mit einer Diagonale bilden. 
a »» 4937 ; b ^ 3874. 

3. Die Winkel eines Bhombus aus den Diagonalen desselben 
zu berechnen, d »» 0^52293 ; d^ » 5,97714. 

4. Von einem Parallelogramm sei eine Seite, ein Winkel 
und der Flächeninhalt gegeben; man berechne die andere Seite, 
ö = 13,«; a = 36» 36' 10". F— 668,11 D. 

5. Die Halbirungspunkte der Seiten eines Rechtecks bilden 
die Eckpunkte eines Bhombus. Man berechne die Winkel des 
letzteren aus den Seiten a, b des ersteren. a b= 1,3782; 
b «« 4,8063. 

6. Berechne den Winkel, welchen zwei Tangenten eines 
Kreises mit einander bilden, aus der Entfernung a ihres Durch- 
schnittspunktes vom Mittelpunkt und dem Badius r. r «« 1,67 ; 
a = 4,66. 

7. Welchen Winkel bilden die Süsseren gemeinschaftlichen 
Tangenten zweier Kreise mit einander, deren Badien bezüglich 
gleich R und r sind, und deren Centrallinie gleich d ist? (Dis- 
cussion des Besultats!) R = 6,130; r = 2,014; d = 8,49. 

8. In welchem Yerhältniss wird die Fläche eines gleich- 
schenkelig -rechtwinkeligen Dreiecks durch die Halbirungslinie 
eines der spitzen Winkel getheilt? 

9. Ein rechtwinkeliges Dreieck soll durch eine von einem 
Endpunkte der Hypotenuse ausgehende Gerade halbirt werden. 
In welchem Yerhältniss theilt die Halbirungslinie den zugehörigen 
spitzen Winkel, wenn dieser gleich 60® ist? 

10. Auf einer Strecke AB ^^^ a sei iii ^ eine Sraikrechte 
errichtet, und auf dieser sei AC ^=^ CD csb DE^^^b abgetragen; 



^^' 
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wie verhalten sich die Winkel CBA^ DBC^ EBB zu einander, 
a) allgemein, b) für ^ «= a? 

11. Von einem Rechteck ist eine Diagonale und ein von 
den Diagonalen gebildeter Winkel gegeben. Man berechne seinen 
Flächeninhalt, ä = 21,633; a = 33» 41' 24",4. 

12. Das Quadrat der Lftnge eines Bechtecks sei gleich dem 
doppelten Quadrat seiner Breite; unter welchem Winkel schneiden 
sich seine Diagonalen? 

13. In einem gleichschenkeligen Dreieck yerhSlt sich das 
Quadrat des Schenkels zum Quadrat der Grundlinie wie m : n. 
Wie gross ist der Winkel an der Spitze? m\n^=^ 650 : 813. 

14. Wie verhfilt sich der Schenkel eines gleichschenkeligen 
Dreiecks zu seiner Basis, wenn der Winkel an der Spitze gleich 
jSist? /J = 8» 11' 3r,5. 

15. Der Querschnitt eines Daches bildet ein gleichschenkeliges 
Dreieck, dessen Höhe l^f)% und dessen Winkel an der Grund- 
linie 65® 15' 37" beträgt. Wie gross ist die Grundfläche des 
Daches, wenn seine Länge das 3^ fache der Breite beträgt? 

16. Von einem gleichschenkeligen Trapez sei der Flächen- 
inhalt F nebst den beiden parallelen Seiten gegeben; man be- 
redme seine Winkel. F =a 3,47715; a «b 5; & = 3. 

17. Von einem Trapez seien die kleinere parallele Seite a^ 
eine nicht parallele Seite c und die spitzen Winkel a, /3 (a an c 
anliegend) gegeben. Man berechne die beiden anderen Seiten, 
ö = 12; c — 15; « = 59« 29' 20'',1; /J = 67® 22' 48",5. 

18. Die nicht parallelen Seiten eines Trapezes sind aas3y51 
und l> SS 7,04 Meter lang, und ihre Verlängerungen stossen unter 
einem rechten Winkel zusammen. Wie gross sind die Winkel 
des Trapezes? 

19. In einem gleichschenkeligen Dreieck sei ein Schenkel 
gleich a und der Winkel an der Spitze gleich /) gegeben. Zu 
der Grundlinie sei eine parallele Transversale gezogen ^ welche 
gleich der Summe der unteren Abschnitte der Schenkel ist. Wie 
lang ist diese ParaUele? a = 40,281; /J = 27<> 20'. 

20. Unter welchem Winkel schneiden sich zwei Kreise, 
deren Badien bezüglich gleich R und r sind, und deren gemein- 
BchaftHche Sehne gleich a ist? Ä=527,39 ; r=474,27 ; a=422,00. 
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21. Für zwei sich reclitwmkelig schaeidende Ereie« sei die 
gemeinschaftliche Sehne gleich s und die Centrallinie gleich c 
gegeben; man soll den Inhalt des beiden Kreisen gemeinschaft- 
lichen FlScbenstUcks berechnen, c <™ s. 

22. Auf einer Geraden AB ^= a stehen in ihren End- 
punkten zwei Perpendikel AC^b, BD^c. Iq welcher Ent- 
femimg von A liegt auf AB der Punkt E, fttr welchen, wenn 
man ihn mit C und D verbindet, -^ BEB = 2.AEC ist? 
3 = 60; * = 61; C-= 11. 

23. In einem rechtwinkeligen Dreieck ist die Differenz 
zwischen der Hj^otenuse und der grosseren Kathete gleich der 
Differenz zwischen beiden Katheten; wie gross sind die Winkel? 

24. Auf einer Seite eines Quadrats ist ein Fankt gegeben, 
welcher diese Seite im Verhältniss m : n theilt. In das Quadrat 
ist ein zweites Quadrat so einbeschrieben, dass seine Eckpunkte 
Einf dem umfang des ersteren liegen, und zwar einer von ihnen 
auf dem gegebenen Punkt. Welche Winkel bilden die Diagonalen 
des neuen Quadrats mit den Seiten des alten? m:R=^603:965. 

26. Mittelst trigonometrischer Becbnung den Satz zu be- 
weisen, dass die Summe der von einem Punkte auf der Grund- 
ünie eines gleichschenkeligen Dreiecks auf die Schenkel geffttlten 
Perpendikel gleich der auf einem Schenkel stehenden HShe ist 

26. Von einem Punkte des einen Schenkels eines gegebenen 
Winkels a ist auf den anderen Schenkel eine Senkrechte, von dem 
B'usspunkt dieser Senkrechten eine zweite auf den ersten Schenkel, 
ron dem Fusspnnkt der zweiten eine dritte auf den zweiten 
Schenkel gefällt, a. s. f. Man berechne a) die Snmme der unend- 
lich vielen Perpendikel, wenn die LKnge des ersten gleich a ge- 
lben ist, b) die Summe aller auf den Schenkeln gebildeten Pro- 
iectionen, wenn der Abstand b des ersten Punktes vom Scheitel 
sregeben ist. a = 50» ; a = 1,7411 ; b = 2,2729. 

27. Ein gegebener Winkel a, welcher an der' Spitze eines 
{leichschenkeligen Dreiecks liegt, sei in drei gleiche Theile ge- 
theilt; man berechne das Verhältniss des mittleren von den auf 

a Abschnitten zu einem der Susseren. «=120". 
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b. Aufgaben aus der praktischen Geometrie, Astronomie 

und Geographie. 

28. Die Spitze eines Thunnes erschien in einer horizon- Höhen, 
talen Entfernung 7on a Meter von dem Mittelpunkt seiner Grund- 
fläche unter einem Höhenwinkel gleich a. Wie hoch war. der 
Thurm? a) 0=291,993; a=13M0'; b) fl= 86,63; «=22» 1'; 

c) a= 28,722; «=49» 15'. 

29. Auf einem Berge steht eine Spitze, deren Länge gleich 
a^ bekannt ist. In einer horizontalen Entfernung gleic£ b^ er- 
scheint der höchste Punkt derselben unter dem Elevationswinkel cc. 
Man berechne daraus die Höhe des Berges, a <» 1 ; fr b= 100; 
a = 61» 0' 46". 

30. Um die Breite eines Flusses zu messen, nimmt man 
dem Ufer entlang eine Standlinie AB=a an; die in ^ auf AB 
senkrecht stehende Yisirlinie trifft das jenseitige Ufer in Cy und 
es ist der Winkel ABC=ß. Wie breit ist derFluss? tf=42"»; 
ß = 25» 27' 47". 

31. Die Höhe eines Leuchtthurmes über der Meeresfläche 
beträgt o^, der an seiner Spitze gemessene Depressionswinkel 
eines Schiffes betrug a». Man berechne die Entfernungen des 
Schiffes von dem Fusspunkt und von der Spitze des Thurmes. 
ö==:27; a — 4M4'3r,9. 

32. Gegeben sei die Höhe eines Thurmes gleich a*^, die 
eines Fenster eines Hauses über derselben Horizontalebene gleich 
b^j der Eleyationswinkel aus dem Fenster zur Spitze des Thurmes 
gleich <p. Man berechne die Entfernung des Thurmes vom Hause 
und die seiner Spitze vom Fenster. aF=30,3; & = 10; q) = 
2P 8' 27",1. 

33. Der Gipfel eines Berges liegt ä^ höher als der Fuss 
eines Thurmes, dessen Spitze von jenem aus in einer horizontalen 
Entfernung von &*" unter dem Depressionswinkel a erscheint. 
Wie hoch ist der Thurm? flf = 90; & = 399; a = 5M3' 29",3. 

34. Der Gipfel einer senkrecht aus der Ebene hervorragenden 
Felswand erscheint in einer Entfernung von a"* unter einem Er- 
hebungswinkel , welcher sich verdreifacht, wenn man b^ näher 
herangeht. Wie gross ist der Winkel und wie gross die Höhe 
der Felswand ? a = 299 ; ft = 202. 
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schAtien- 35. Die LSnc^e des horizontalen Schattens einer o^ hohen 

Iftnge. ° 

Säule betrug b^] man berechne daraus die gleichzeitige Höhe der 
Sonne, a = 16,2431 ; b = 47,62. 

36. Wie hoch steht die Sonne, wenn der Schatten eines 
Menschen a) der halben, b) der doppelten Länge desselben 
gleich ist? 

37. Der Schatten einer yerticalen Stange ist um — der 

LSnge der Stange kürzer als diese; welche Höhe hat die Sonne? 
n = 10,0407. 

38. Wie lang ist der horizontale Schatten eines a^ hohen 
Gegenstandes, wenn die Sonne eine Höhe gleich a hat? a) ^=»12, 
« = 23030'; b) a=3,6; «=30^16'; 0) fl=6,&; «=61» 40'. 

39. Wenn 9 die geographische Breite eines Ortes auf der 
nördHchen Halbkugel der Erde, s die Schiefe der EkHptik (23^<>) 
bedeutet, so ist die Höhe der Sonne zur Zeit des wahren Mittags 
des längsten Tages gleich 90® — 9 -4* ^ ^x^d am Mittag des 
kürzesten Tages gleich 90® — g) — s. Einen wie langen Schatten 
wirft zu den angegebenen Zeiten ein 10 Meter hoher Gegenstand 
zu Berlin, dessen geographische Breite gleich 62^ 31' ist? 

40. Die Länge des Schattens eines yerticalen Stabes sei 
an einem Orte am Mittag der Tag- und Nachtgleiche gleich /, 
die Höhe des Stabes gleich h gemessen. Welches ist hiemach 
(abgesehen von der bei solchen Beobachtungen unvermeidlichen 
üngenauigkeit) die geographische Breite des Ortes? ^=1%58; 
/ = l'«,9995. 

41. a) Die von dem obersten und dem untersten Punkte 
eines leuchtenden Körpers über die Spitze einer vertikalen Stange, 
deren Länge gleich a ist, einfallenden Strahlen bilden mit der 
durch den Fasspunkt der Stange gehenden Horizontalebene die 
Neigungswinkel a und ß. {a > /).) Wie lang ist der Halbschatten 
der Stange? a = 13,6 ; « = 27« 36' 0"; ß = 18« 40' 30". 

b) üeber die Spitze einer ä^ hohen vertikalen Stange fallen 
die oberen Bandstrahlen der Sonne, deren Sehwinkel 31'1",8 be- 
trägt, unter dem Winkel a gegen den Horizont ein; wie lang 
ist der Halbschatten der Stange auf dem Horizont? as= 6,5076; 
a =- 26<> 31' 2". 
Sehwinkel. 42. Unter welchem Sehwinkel erscheint eine Signalstange, 

deren Entfernung ihre Länge 3000 mal übertrifft? 



li^' 
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43. Der Sehwinkel eines Körpers sei 35'. Wie viele Mal 
übertrifft seine Entfernung seine wahre Grösse? 

44. Damit ein Gegenstand in der normalen Sehweite von 
25^ sichtbar sei, mnss sein Sehwinkel mindestens 40'' betragen. 
Wie gross muss also der Durchmesser eines sichtbaren Gegen- 
standes mindestens sein? 

45. unter welchem Sehwinkel erscheint ein 72 Meter hoher 
Tliiirm in einer Entfernung von 570 Meter, wenn das Auge des 
Beobachters 3,5 Meter über dem Boden ist? 

46. In welcher Entfernung würde eine 9 Meter breite Allee 
einem am Eingange in der Mitte desselben befindlichen Beobachter 
zusammenzulaufen scheinen, wenn man 40" als Grenze des Seh- 
winkels annimmt? 

47. Aus dem Erddurchmesser gleich 1719 geogr. Meilen PAniiei- 
nnd der geographischen Breite ip eines Ortes den Umfang seines 
Parallelkreises zu berechnen, q) = 44® 50' 14". 

48. Wie gross ist jeder Grad eines Parallelkreises der Erde 
unter der Breite % wenn der umfang des Aequators 5400 Meilen 
beträgt? 9 = 510 41'. 

49. Unter welcher geographischen Breite beträgt der Um- 
fang des Parallelkreises der Erde u Meilen, wenn der Erdradius 
gleich 859,5 Meüen ist? u = 2196,55. 

50. Wieviel Meter legt bei der Axendrehung der Erde ein 
Punkt unter 52^ 5' 7",5 geographischer Breite in jeder Secunde 
(Stemzeit) zurück? (1 geogr. Meile = 7420,16 Meter.) 

.51. Wie hoch wenigstens muss ein Berg sein, damit man Höhen über 
seine Spitze noch in 21 Meilen Entfernung sehen kann? (Erd- kugei. 
radius t» 859,5 Meüen, 1^ ^ 15 Meilen, 1 Meüe «» 7420;16 Meter.) 

52. Wie weit erstreckt sich in ebener Gegend die Femsicht 
eines 1-| Meter grossen Menschen? (Anleitung: Setze die ge- 
suchte Entfernung e gleich r mal dem Sinus des zugehörigen 

Centriwinkels mal 7420,16 Meterund berechne 8ina=}/l — cos a^ 
aus dem für cos a gefandenen Ausdruck, oder setze e«^2rsm^a, 

u. B. w.) 

53. Wie weit steht von der Spitze eines a Meter höhen 
Thurmes der entfernteste von ihr sichtbare Punkt der Erde ab? 

54. Wie gross ist die Fläche der Erde, welche man in 
einer Höhe von 78,1 Meter übersieht? 
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55. Auf dem Meere sieht man von einem Schiffe aus, wenn 
das Auge 10 Meter über die Meeresfläche erhaben ist, in einer 
Entfernung von circa 33 Meilen den Gipfel des Pik von Tenerifib 
am Horizont. Man soll die ungeföhre Höhe des Berges berechnen. 
(Umfang der Erde = 5400 Meilen.) 

56. a) Wie weit können sich zwei Männer, von denen jeder 
eine Grösse von 1*^,5 hat, von einander entfernen, um sich bei 
der Krümmung der Erde noch sehen zu können? 

b) Die Höhe eines Leuchtthurmlichtes über dem Niveau des 
Meeres ist 66*"; aus welcher Entfernung kann es erblickt werden, 
wenn die Höhe des Auges über demselben Niveau 3*^,96 ist? 
(r = 859,4 Meilen.) 

57. Wie hoch muss der Punkt über der Meeresfläche liegen, 
von dem man in 50 Meilen Entfernung den Gipfel des 27212 P. 
F. hohen Mount Everest sehen kann? (1 Pariser Fuss =0,324839 
Meter.) 

58. Auf dem Chimborazo misst der Winkel, den die Hori- 
zontallinie mit einer nach dem Rande des Horizonts gehenden 
Linie bildet, 2M9' 50",39. Welches ist die Höhe des Berges? 

59. Wie weit müsste man sich von der Erde entfernen, um 
eine Fläche derselben so gross wie die kalte Zone übersehen zu 
können? (Schiefe der Ekliptik gleich 23^«.) 

Grösse und 60. Wie gross ist der Durchmesser eines Gestirns , wenn 

Entfemun« ° , ,, 

T.Gestirnen, seine scheinbare Grösse a: = 31 59 ,4 und seine Entfernung von 
der Erde e = 20665840 Meilen gegeben sind ? 

61. Die Entfernung der Mittelpunkte der Sonne und der 
Erde (centrische Entfernung) sei gleich 24063,33 Erdhalbmessern ; 
wie gross ist der scheinbare Sonnenhalbmesser an der Erdober- 
fläche, wenn derselbe am Mittelpunkt der Erde 16'0",44 beträgt? 

62. Es sei die centrische Entfernung der Erde von der 
Sonne gleich 20682440 Meilen, der scheinbare Sonnenhalbmesser 
am Mittelpunkt der Erde gleich 16'0",44, der scheinbare Erd- 
halbmesser im Mittelpunkt der Sonne gleich 8",58608. Wie viele 
Mal ist der Sonnendurchmesser grösser als der Erddurchmesser? 
(Welche Angabe ist überflüssig?) 

63. Die Horizontalparallaxe des Mondes sei zu 57' 2'',066, 
der Erddurchmesser zu 1719 Meilen angenommen; wie gross ist 
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die centrisclie Entfernung des Mondes von der Erde^ und wie 
viele Meilen beträgt sein Halbmesser, wenn dessen scheinbare 
Grosse am Erdmittelpunkt sieb zu jener Parallaxe wie 0,2725 : 1 

yerhfilt? 

64. Die centrische Entfernung des Mondes von der Erde 
beträgt 60,27781 Erdhalbmesser und verhält sich zur centrischen 
Entfernung der Sonne von der Erde wie 1:399,20715. Wie 
viele Mal ist die Horizontalparallaxe des Mondes grösser als die 
der Sonne? 

65. Im Jahre 1100 vor Christus wurde an einem 8 Fuss Best, der 
hohen Gnomon die kleinste Schattenlänge desselben im Sommer- Euiptik. 
solstitium gleich 1,54 ^ im Wintersolstitium gleich 13,12 Fuss 
beobachtet. Man soll die damalige Schiefe der Ekliptik bestimmen. 

66. Der Grieche Pytheas beobachtete im Jahr 320 v. Chr. 
in Marseille zur Zeit des Sommersolstitiums die Sonne an einem 
Gnomon, dessen Höhe 120' und dessen mittägige Schattenlänge 
41^' betrug. Welcher Werth folgt hieraus fClr die damalige Schiefe 
der Ekliptik, wenn die Polhöhe von Marseille 43^ 18' und der 
Halbmesser der Sonne gleich 0^ 16' ist? (Letzterer ist von der 
berechneten Höhe der Sonne abzuziehen.) 

67. unter welcher geogr. Breite liegt derjenige nördliche Vermischt« 
Parallelkreis der Erde, dessen Ebene die Erdaxe im Yerhältniss 

4 : 5 theilt? 

68 . Zwei Orte liegen auf dem 9)ten Grade nördlicher Breite 
tmd haben eine östliche geogr. Länge von bezüglich a^ und h^. 
Wie weit sind dieselben von einander entfernt? g) = 36®; «=130® 
20'3",3; 2^ = 1310 58' 56",0. 

69. Der Abstand zweier über einander befindlichen Fenster- 
bänke eines Hauses ist gleich a*^, und die aus ihnen zu einem 
Punkte des Erdbodens gemessenen Depressionswinkel sind bezüg- 
lich gleich a und /3. Wie weit ist jener Punkt vom Hause ent- 
fernt? ö = 4,7 ; a = 2» 51' 0",0; ß = W 53' 46",2. 

^ 70. Zwei Punkte befinden sich mit dem Fusse eines Thurmes 
von der Höhe h in derselben Horizontalebene, und die Ver- 
bindungslinie derselben geht in ihrer Verlängerung durch den 
Fuss des Thurmes; sie werden von der Spitze des letzteren unter 
den Depressionswinkeln a und ß gesehen. Wie weit stehen beide 
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Punkte von einander ab? Ä — SS'^jS ; a =- 52^ T 30"; ß = 41» 
18' 11",5. 

71. Wie hoch iat das auf der Spitze eines A = 41-§ Meter 
hohen Thormes stehende Kreuz, wenn dasselbe in der horizontalen 
Entfernung d »» 66^ Meter Tom Fusse des Thurmes unter dem 
Gesichtswinkel z »3 49' 53" erscheint? 

72. Ein Luftballon von dem Durchmesser a, der sich loth- 
recht über einem Orte A erhebt, erscheint spftter einem in der 
Entfernung ä von A befindlichen Beobachter unter dem Sehwinkel 
ß. Wie hoch ist der Ballon gestiegen? aB>2'»; ^««800^; 
/J — 0<>4'34",1. 

73. In A sieht man eine Wolke in Südwest unter einem 
Höhenwinkel gleich a. B liegt a Meter südlich von A\ die Wolke 
ist hier in Nordwest. Welchen Höhenwinkel hat sie in ^, und 
wie gross ist ihre Entfernung von der Erde? a «=43^35'^ 8"; 
a »» 2525,94. 

74. Auf einer Anhöhe AB steht ein a Meter hoher Thnrm 
BS, Von einem Schiffe C aus sieht man den Fuss desselben unter 
dem Höhenwinkel or, die Spitze unter dem Höhenwinkel ß. Wie- 
viel beträgt die horizontale Entfernung des Schiffes vom Thurm 
und wieviel die absolute Höhe des Berges? a = 20; assl4^ 
2'10",2; /J=14«34'26",5. 

75. Ein Thurm, dessen Höhe gleich h bekannt ist, steht 
mit einer Säule auf derselben Horizontalebene. Wie hoch ist die 
Säule, wenn der Depressionswinkel an der Spitze des Thurmes 
zu der Spitze der Säule gleich a und zu dem Fusse derselben 
gleich ß ist? h = 29"»,302 ; a = 3» 45' 42",6; ß=^^ 11' 22",1. 

76. Eine Mauer von der Höhe a und der Bichtung Ost- 
Nordost nach West -Südwest wirft zu der Zeit, wo die Sonne 
genau im Süden steht, einen Schatten von der Breite h. Man 
berechne die Höhe der Sonne, a — 4'»; & = 6"*,667. 

77. Um die Höhe SB eines Thurmes zu messen, welcher 
auf einer gegen den Horizont geneigten Fläche stöht, sei auf letz- 
terer vom Fusse H des Thurmes abwärts eine Linie HA^^d 
gemessen. In H sei femer ein Winkelinstrument aufgestellt, 
dessen Höhe HD über dem Boden gleich a ist^ und mittelst des 
horizontal gestellten Femrohrs sei auf einer in A vertikal ange- 
stellten Latte die Höhe AC^^b abgelesen, in welcher dieselbe 



' 
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von der horizontalen Visirlinie DC getroffen wird. Femer sei in 
i^ dasselbe Winkelinstniment {AB'=^ HD) aufgestellt und mit 
demselben der Winkel SBE^^a gemessen, welchen die hori- 
zontale Gesiohtslinie B E mit der Linie nach der Spitze des Thur- 
mes bildet. Man berechne SB. £/«»20«; a^^l«; «?«=2™96; 
a=6lor41",4. 

r. Aufgaben aus der Physik und Mechanik. 

78. Die Stärke der Erleuchtung einer zu den Sonnenstrahlen Optik. 
senkrechten Ebene sei gleich 1; wie stark ist die Erleuchtung 
derselben, wenn die Strahlen unter 23®34'41",44 auffallen? 

79. unter welchem Winkel müssen die Strahlen der Sonne 
auf eine Ebene fallen, damit die Intensität ihrer Erleuchtung — 
von derjenigen bei senkrechter Bichtung der Strahlen sei? 

80. Eine Lichtquelle ist von einer Ebene a*", von einer 
anderen h^ entfernt , imd man kann die auf jede einzelne dieser 
Ebenen fallenden Strahlen als einander parallel ansehen. Dieselben 
bilden mit der ersteren einen Winkel von 45^. Unter welchem 
Winkel muss die zweite Ebene gegen die Strahlen geneigt sein, 
damit die Erleuchtung beider gleich stark sei? 

81. Von einem gewissen Standpunkte aus erstreckt sich 
eine Mauer von der Höhe h nach Norden. Wie breit ist der 
Schatten derselben in einem Augenblicke, in welchem die Sonne 
in südöstlicher Richtung unter dem Höhen winkel a erscheint? 

82. Welchen Winkel müssen die von einem bestimmten 
Standpunkt ausgehenden (horizontalen) Richtungen der a^ hohen 
Sonne und einer h^ hohen Mauer mit einander bilden ^ damit der 
Schatten der letzteren &"* breit ist? 

83. Eine Säule, welche von einem Beobachter genau in 
Südwest erblickt wird, wirft am Mittag einen Schatten, dessen 
Spitze von den^ Beobachter gerade in Nordwest gesehen wird. 
Die Elevation der Säule ist a, die Schattenlänge cC^. Wie hoch 
ist die Säule? a = 2,5309; a = 30» 14' 2". 

Vergleiche auch Nro. 35—41 und 65 — 66. 

84. Wie gross Ist das Gesichtsfeld eines Femrohrs von 
lOmm ^ei^ ^n^ 250"*^ Länge? 

Eeibt, Aufgaben. I. 6 
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85. Auf ein Atom wirken unter rechtem Winkel zwei 
Kräfte , deren Intensitäten sich wie a : b verhalten. Man berechne 
das Yerhältniss der Besultante derselben zur ersten Erafb und den 
Winkel, welchen die Bichtung der letzteren mit der Bichtung 
der Resultante bildet, a = 2882 ; b = 9576,7. 

86. Eine Kraft von a Kilogramm - Meter soll in zwei zu 
einander rechtwinkelige Seitenkräfte zerlegt werden, von denen 
die eine mit ihrer Bichtung den Winkel a bildet. Man berechne 
die Grössen der Seitenkräfte, ö = 5, a = 36® 52' 10",7. 

87. Die Richtungen der auf ein Atom A wirkenden Kräfte 
T^j, P^^ P^^ . . . P^ bilden mit einer durch A gelegten Bichtung 
AÄ bezüglich die Winkel a^, ccj, a^, . . , a^. Man zerlege jede 
derselben in zwei Seitenkräfte , sodass die Bichtung der einen in 
AÄX^j die der anderen in der zu ^ JT senkrechten Geraden FFj 
liegt. Zu der algebraischen Summe der in ÄÄ^ liegenden und 
der algebraischen Summe der in FF^ liegenden Seitenkräfte be- 
stimme man endlich die Grösse und Bichtung der Besultante. 
/>j=: 15,04, />2 = 32,80,/>3 = 64,41, i>4 = 61,019; ai = 34H'0", 



a. 



= 128® 17' 0", «3 = 223» 20' 0", «4 = 252® 25' 34". 



88. Auf einer unter dem Winkel a gegen den Horizont 
geneigten schiefen Ebene ruht eine Last von p Eologramm. Mit 
welcher Kraft strebt die Last längs der Ebene herabzugleiten, 
und welchen Druck übt sie auf die schiefe Ebene selbst aus? 
p = 30,5, a = 26« 28' 5r,7. 

89. Ein Körper gleite (abgesehen von der Beibung und dem 
Luftwiderstand) mit einer Kraft gleich p Kilogramm von einer 
Ebene herab und übe auf diese gleichzeitig einen Druck von 
q Kilogramm aus. Wie gross ist der Neigungswinkel der Ebene 
gegen den Horizont, und wie schwer ist der Körper? /? = 96,57, 
^ = 100. 

90. Welche Kraft ist nöthig, um einen 700 Kilogramm 
schweren Wagen auf einer Eisenbahn von -3-^ Steigung am 
Herabrollen zu hindern? (Von der Beibung wird abgesehen.) 

91. Ein Körper legt in der ersten Secunde seines freien Falles 
4,904 Meter, bei dem Herabgleiten von einer Ebene aber (ab- 
gesehen von den Bewegungshindemissen) l'",8371 zurück. Man 
berechne den Neigungswinkel der Ebene gegen den Horizont. 
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92. Wie weit rollt eine Kugel auf einer Ebene von der 
Neigung a in t Secunden? {g = 9"» ,808.) / = 5 , a = 4M0' 43". 

93. An dem einen, .a^ langen Arme eines Hebels wirkt Hebel, 
eine Kraft von p Kilogramm unter dem Winkel a, an dem anderen, 

b^ langen , eine Kraft von q Kilogramm , welche jene in's Gleich- 
gewicht bringt. Welchen Winkel bildet die Richtung der letzteren 
Kraft mit dem Hebelarm? a = 2, & = 5, p = 83, ^ = 50, 
« = 68» 0'. 

94. An einem Hebelarm von a'^ Länge wirkt eine Kraft 
Yon p Kilogramm unter dem Winkel a; an dem anderen Arm 
wirkt eine Kraft von q Kilogramm unter dem Winkel ß gegen 
denselben. Wie lang ist im Falle des Gleichgewichts der zweite 
Hebelarm, imd welchen Druck erleidet der ünterstützungspunct? 

95. Durch den höchsten Punkt eines vertikalen, sich in Gieichföi^ 

. xn.ig6 Bewe- 

jeder Secunde um 1^ um eine durch seinen Mittelpunkt gehende gung. 
horizontale Axe drehenden Kreises, dessen Radius 2"* beträgt, ist 
eme unbewegliche Tangente gelegt. Um wieviel ist der Punkt 
von seinem anfänglichen Orte nach 5 Secunden in der Richtung 
der Tangente fortgerückt? 

96. Eine Kanone ist auf einen bestimmten Punkt eines 
sich bewegenden Schiffes so gerichtet, dass die Richtung des 
Bohres mit der des Schiffes einen rechten Winkel bildet. Wenn 
nun die Geschwindigkeit der abgeschossenen Kugel 400^", die des 
Schiffes 5*" beträgt, unter welchem Winkel muss dann das Rohr 
gegen den Zielpunkt vorwärts gerichtet werden? 

97. Ein Kahn, welcher eine Geschwindigkeit von 0"*,3 in 
der Secunde hat, fährt quer über einen Fluss, dessen Strom- 
schnelligkeit 1"* in der Secunde beträgt. Um welchen Winkel 
wird der Kahn von seiner ursprünglichen Richtung abgelenkt ? 

98. Auf jedem Schenkel eines rechten Winkels bewegt 
sich vom Scheitelpunkt aus gleichzeitig ein Punkt mit gleich- 
förmiger Geschwindigkeit. Der erste legt in der Secunde a Meter^ 
der zweite in derselben Zeit &"* zurück. Beide Punkte sind durch 
ein elastisches Bjand verbunden. Welche Winkel bildet das letztere 
mit den Schenkeln? a = 5,9308; b = 19,1006. 

99. Auf einem Schenkel eines Winkels a bewegt sich vom 
Scheitelpunkt aus ein Punkt mit der gleichförmigen Geschwindig- 
keit von a Meter in der Secunde. Wieviel Meter legt ein anderer 

.6* 
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Pankt in jeder Secunde zurück, welcher sich auf dem anderen 
Schenkel gleichzeitig vom Scheitelpunkt aus so bewegt, dass er 
stets den Fusspunkt des vom ersteren Punkt auf seinen Schenkel 
gerillten Perpendikels bildet? 

100. Auf dem Bogen eines Halbkreises yon r Meter Badius 
bewegt sich ein Punkt von dem einen Endpunkt desselben aus 
mit der gleichförmigen Geschwindigkeit von a Meter in der 
Secunde. Nach wieviel Secunden ist derselbe in gerader Bichtung 
h Meter yon seinem Ausgangspunkte entfernt? 

d. Vermischte Aufgaben. 

101. Die beiden Seiten eines 2,04 Meter hohen Dammes, 
dessen obere Breite 0,94 Meter beträgt, sind gegen die Horizontal- 
ebene um 38® 52' 48'',3 geneigt; welches ist die untere Breite 
desselben? 

102. Die Steigung einer Chaussee betrug für eine gewisse 
Strecke p Procent. Unter welchem Winkel war sie gegen den 
Horizont geneigt? 

103. In Frankreich sollen die Chausseen auf längeren Strecken 
eine Neigung von 4® 46' 48",69 nicht übersteigen, in Oesterreich 
soll die Steigung höchstens -^ betragen. Wieviel beträgt im 
ersteren Fall die Steigung^ wieviel im letzteren die Neigung? 

104. Die Flamme einer Kerze sei V^ breit; der scheinbare 
Durchmesser der Mondscheibe ist 31' T\ Wie weit muss man 
die Kerze vom Auge entfernen, damit ihre Flamme die Mond- 
scheibe bedeckt? 

105. Der Sehwinkel einer Geraden sei in einer gewissen 
Entfernung gleich a, an einem c^ näher gelegenen Orte gleich /3, 
und die Schenkel der Sehwinkel bilden mit dem Objecto je ein 
rechtwinkeliges Dreieck. Wieviel beträgt die Grösse der Ge- 
raden? 

106. Eine begrenzte gerade Linie AB = a ist gegen eine 
unbegrenzte MN unter einem Winkel et geneigt, und der End- 
punkt B der ersteren Linie, welcher der unbegrenzten am näch- 
sten liegt, hat von derselben einen Abstand gleich b. Wie gross 
ist der Flächeninhalt des Trapezes, welches durch AB, die aus 
A und B auf MN gefällten Perpendikel und einen Theil von 
MN begrenzt wird? a = 79«»; a = 660 37f ; b «= 28^. 
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107. In einem Forstrevier sollten neue Anpflanzungen vor- 
genommen und die Stämme auf horizontalem Boden je o^ aus- 
einander gesetzt werden. Wie weit müsste man sie dem ent- 
sprechend auf dem Abhang eines Hügels auseinander pflanzen, 
der unter einem Winkel gleich a gegen den Horizont aufstiege? 



§. 16. Berechnung von Grössen^ welche von den 
Seiten und Winkeln des rechtwinkeligen Dreiecks 

abhängen. 

1. Aus der Hypotenuse c und einem spitzen Winkel a eines 
rechtwinkeligen Dreiecks die auf der Hypotenuse senkrechte Höhe^ 
sowie die durch dieselbe gebildeten Abschnitte der Hypotenuse 
zu berechnen, c = 118,81; a = S3^ 23' 54",6. 

2. Den Flächeninhalt eines rechtwinkeligen Dreiecks aus- 
zudrücken a) durch eine Kathete und den ihr gegenüberliegenden 
Winkel, b) durch eine Kathete und den ihr anliegenden Winkel, 
c) durch die Hypotenuse und einen spitzen Winkel. 

3. Den Badius q des einem rechtwinkeligen Dreieck ein- 
beschriebenen £j:eises zu berechnen a) aus einer Kathete und 
einem spitzen Winkel , b) aus der Hypotenuse und einem spitzen 
*Winkel. a) 0=308; « = 76*18' 52"; b)c = 365; a=4«14'31",9. 

4. Ebenso den Badius Qa des der Kathete a anliegenden 
äusseren Berührungskreises aus « = 60; /3 = 74* 48' 38",6. 

5. Man berechne die nach dem Halbirungspunkt einer 
Kathete a eines rechtwinkeligen Dreiecks gehende Mittellinie 
a) aus dieser Kathete und einem spitzen Winkel, b) aus der an- 
deren Kathete und einem Winkel, c) aus der Hypotenuse und 
einem Winkel, a) « = 240; « = 48« 56' Ö7",6; b) 6 = 240; 
cc « 53* 18' 7"; c) c = 423,98; « = 7« 51' 45",2. 

6. Die den Winkel a des rechtwinkeligen Dreiecks halbirende 
Transversale aus diesem Winkel und a) der Kathete a oder b) der 
Kathete b oder o) der Hypotenuse c zu berechnen. a= 14* 18'19",2; 
a = 65,023 oder b = 255 oder c = 263,16. 

7. In einem rechtwinkeligen Dreieck sei eine Kathete a 
im Verhältniss tn : n getheilt und der Theilpunkt mit dem gegen- 
überliegenden Eckpunkt verbunden. Man berechne die Länge 
der so entstandenen Transversale und die Winkel, welche sie 



n 
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mit den anliegenden Seiten bildet. Gegeben : /ti : n «= 45^ : 103; 
^ = 60; a = 78® 34' 43",7. (Der kleinere Abschnitt von a 
liege an b.) 

8. In einem rechtwinkeligen Dreieck theile eine Trans- 
versale den einen spitzen Winkel a im Yerhältniss m : n. Man 
berechne die Länge dieser Transversale und das Yerhältniss, in 
welchem sie die gegenüberliegende Kathete theilt. Gegeben: 
m : n ^=B 1 :2 (der kleinere Theil liege der Hypotenuse an), 
/} = 0'>45'55",2; & = 33. 

9. Die Hypotenuse eines rechtwinkeligen Dreiecks sei im 
Yerhältniss m : n getheilt , und in dem Theilpunkte D sei die 
Senkrechte auf der Hypotenuse errichtet, welche die längere Ka- 
thete a in einem Punkte B treffe. Man berechne die Länge von 
DE. — Welchen Werth muss das Yerhältniss m : n haben, damit 
DE das gegebene Dreieck halbire? 

10. Wie verhält sich die Länge einer Diagonale eines 
regelmässigen Fünfecks zu der Länge seiner Seite? 

§. 17. Berechnung rechtwinkeliger Dreiecke aus 
Bestimmuugsstücken, welche nicht sämmtlich Sei-, 
ten oder Winkel derselben sind. 

Es bezeichnen im Folgenden stete c die Hypotenuse, a und b die 
Katheten, a und ß die bezüglich a und b gegenüberliegenden Winkel, 
A die Höhe auf der Hypotenuse, p und q die von ihr auf letzterer ge- 
bildeten, bezüglich a und b anliegenden Abschnitte , p den Radius des 
einbeschriebenen Kreises und F den Flächeninhalt eines rechtwinkeligen 
Dreiecks. Es sollen die nicht g^egebenen Seiten und Winkel desselben, 
bezw. der Flächeninhalt aus den m den einzelnen Nummern angegebenen 
Stücken berechnet werden. — Man gebe zunächst in jedem emzelnen 
Fall den vollständigen Wortlaut der Aufgabe an, berechne dann die 
gesuchten Grössen allgemein und sodann für die Zahlenbeispiele durch 
Substitution der angegebenen bestimmten Werthe. — Discussionen der 
allgemeinen Besultate. — Es seien zur Berechnung gegeben: 

1. p und Ä; jt> = 4|^; h = 89^. 

2. Ä, flf; Ä= 131^; ö == 160. 

3. p, a-^ p = 0^9] « «= 1,5. 

4. Ä, «5 Ä = 60; « = 67» 22' 48",5. 

5. /?,«;;? = 64; a = 28« 4' 20",9. 

Die gegebenen Stücke bestimmen unmittelbar ein zweites recht- 
winkehges Dreieck, dessen Auflösung unmittelbare Bestimmungstücke 
3te- ^-''— ^ 



des ersten liefert. 
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6. a:b ^m.n, c\ m:n = 224 ;207, c = 2,745. 

7. a : b = m : Tiy h] iw : n «= 24 : 7; ä = 168. 

Aehnliche Aufgaben sind a) c : a, 6; b) c : a, h; e) c : a, p. — Durch 
das gegebene Yernältniss ist unmittelbar ein Winkel bestimmt. 

8. a — /J = *, c; * = 840 7' 29",2, c = 22,83. 

Aehnlich: a) a — ß, a; b) a — /J, &; c) « — p, Ä; d) a — ß, p, — Man 
verbinde die gegebene Differenz der Winkel mit der Summe derselben. 

9. F, a] F=^ 2,3184; a = 2,24. 

10. p, c; p = 15|f|; c = 629. 

11. Ä, ^; Ä== 76,6244; c = 205. 

12. p — (? = df, c; tf = 29^, c = 37. 
n. p — q = d, a-, d = Ö7|f|; = 360. 

14. p— q = d, h] rf= 198,73; Ä = 34,32. 

15. a:b = min^ F\ m : n= 11,52 :?;/'= 252. 

Aehnlich a) p, y; b) h, F; c) c, /*; d) p — q^ b. — Mit Hilfe je einer 
bekannten Gleicnung ergeben sich die nöthigen unmittelbaren Bestim- 
mungsstücke ohne Anwendung der Trigonometrie, also durch eine 
algebraische Rechnung (Gleichungen 1. oder 2. Grades). 

16. a + b = 5, JP*; s = 487; /*= 23760. 

17. c + a=Ä, p; 5 = 58,474; p = 27:^. 

18. er + öf = 5, ^; s = 534,66, q = 234,09. 

Aehnlich a) a — ä, F, b) c — «, p, c) c — a, q, — Die Auflösung kann 
mittelst eines ähnlichen Verfahrens wie vorher gefunden werden. 

19. a + b = s, (?; s = 503, c = 425. 

20. c+ a = Sj b] s= 7,22; b = 5,7. 

Aehnlich a) a — Ä=rf,r; b)c--fl,6. Auflösung wie vorher, oder 
indem man aus den gegebenen Stücken durch Division eine Gleichung 
für eine Function eines Winkels ableitet und dieselbe auflöst. 

21. ö + ^ = 5, a; s = 409; a = 26» 28' 5r,7. 

22. c + ö = 5, a; s= 10,58; a = 38« 52' 48",3, 

23. a + ft=55 c:a = w:w; 5= 149,1; iw :n = 353 : 272. 

Aehnlich a) a — 6» «; b) c — a, a; c) a — 6, c: a; d) c-j-a, a : 6; 
e) c — Oj a:b, Auflösung durch Ableitung einer neuen Gleicnung zwi- 
schen den zwei Seiten, oder einer Gleichung für die dritte Seite, mit- 
telst des (unmittelbar oder durch eine seiner Functionen) gegebenen 
Winkels. 

24. p + Ä = 5, a; s= 12; « = 6/2. 

25. p + h = s, a; 5 = 2,7735; a = 33« 41' 24",4. 

26. ö + Ä == 5, p; s == 3 + /6; ;? = /3. 

27. fl 4- Ä = *, «I ^ = 9,3707; a = 29» 3' 16",6. 
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Aehnlich a) Ä — p, a; b)Ä — p, «; c) ö — Ä, p; d) « — ä, a; e) fl+^» 
p: a; f) a — h,p:a; g)a+p,p:h; h)a— p,p:A; i)p+Ä, ß:p; 'k)p''h^ 
a:p; l) a-}-h, a:b\ m) a-\-h,c:a, u. s.w. — Die Aufgaben lassen 
sicn auf eine der Aufgaben 19 — 23 zurückführen. 

28. a-^b + c = u, a; u = 9,18 ; a = 60« 55' 51%9. 

29. a-^-b — c = d, a] d=12] a = 70« 26' 6",7. 

Aehnlich a)fl+c — *, «; b)fl+6+c> «'^J c) a+* — c, c : a, u. s. w., 
femer d)a + p-|-A, a; e)Ä + p-— a, a; f)Ä4-p + «»c:6, u. dgl. m. 

30. p-^ q = d, «; d= 1,41313; a = 47« 17' 26",4. 

31. Z', a; F= 221,34; a = 78<> 56' 41",7. 

32. p,b] p = 2,6218; b = 23,387. 

33. (), a; ^ = 17; a = 6" 21' 34",8. 

34. Q, h; Q = 66] h = 154^. 

35. Q,F] 9 = 7,7; ^=346^. 

Auflösung durch Bildung von Gleichungen zwischen den zwei ^e- 
^ebenen und einem gesuchten Stück und Auflösen derselben auf aae 
letztere. 

36. a + ft = 5, Ä; 5 = 564,17; Ä = 175,97. Suche 2a. 

37. a — b=-d,h]d= 42.4374; h = 1,53464. Ebenso. 

38. a'^-'b^ = d\ F] rf = 43,2912; i?'= 162,289. Suche 
cot 2 a. 

39. ö — *=^,jt?— 0' = /'; rf=44,75; /=58,198. Drücke 
d und / durch c und « aus; suche a — 45". 

40. a'-\-b = s, Q] 5 = 421,952; (>=36,475. Berechnen 
oder a . b und a — b. 

41. a — b = d, Q'j d = 19,6423; (> = 4,4285. Berechne 
zunächst b oder ß, 

42. c ,a = »|2, p; m^ = 230861, p = 467,18. Berechne 
zunächst a, 

43. ^ + 0^=5,«; 5=2696; a=»2400. Berechne zunächst c. 

44. c + a = 5, jt? — ^ = tf ; s = 441 ; rf = — 333,354. 
Drücke 5 und d durch c und /3 aus. 

45. c + Ä = 5, /?; s = 554,877; p = 432,740. Drücke s 
und p durch a und a aus; berechne cot a. 

46. c + Ä = 5, a; 5 = 516,003;. a = 23« 46' 38",3. Be- 
rechne zunächst c. 

47. c.Ä = »i^ (>; »» = 272,213; (> = 78. Drücke (> durch 
c und h aus und eliminire A. 

48. Ä + & = 5, ^ + a = ö; 5 = 601; <y = 729. Eliminire 
^ und c, berechne a. 
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Nr. 36 — 48 sind schwierigere AufJKaben, welche dnrch Bildnng 
von Gleichungen ersten oder zweiten Grades zwischen den gegebenen 
und je einer oder mehreren der gesuchten Grössen gelöst werden kön- 
neu. Ein Beispiel der ausführlichen Behandlung solcher Aufgaben biete 
die folgende : Gegeben: c + Ä = ff, p — q=^ d, 

Anfffabe: Ein rechtwinkeliges Dreieck zu berechnen, wenn die 
Summe aer.Hypotenuse und der Höhe desselben gleich s und die Diffe- 
renz der durch die Höhe auf der Hypotenuse gebildeten Abschnitte 
gleich d gegeben sind. 

Auflösung 1: Es ist ^«p+g', h^^Vpq^j also p+q+Vpqj=^9y oder 

in Folge der Substitution von p = rf+y>^ + 2$' + ^'y(rf+5')=». Bei 
der Auflösung dieser Gleichung auf die Unbekannte g ist zu beachten, 

dass durch das Quadriren vod ^y(d4-y)="« — d— 2^ behufsEntfemun&r 
des Wurzelzeichens eine neue Wurzel m die Gleichung eingeführt wird, 
indem die entstehende quadratische Gleichung nicht nur für das hier 
allein gültige positive Vorzeichen der Wurzel, sondern auch für das 
negative giK, somit nicht nur die Aufgabe für c-f-As»«, sondern auch 
die entsprechende für c — Ä = « löst. V on den beiden Eesultaten der 

quadratischen Gleichung, q = =-t , ist daher nur das- 

jenige beizubehalten , für wel ches s >> c ist. Es ergiebt sic h nun leich t 

4«+3rf-h^4««— 3rf« , 8»±2F4«* — 3d« 
weiter p^d+g^^ ' =^ , c^p + q^ —^ , 

und die Bediugung « > c führt auf 6ä > 8« -|- 2 y^s*— 3</* , welche 
offenbar nur durch den negativen Wurzelwer^ erfüllt werden kann. 
Man erhält also 

4« — ^4»«— 3rf* 
c ^ , 



femer a^=y p . Cy b = y g . c u. s. w. Bis hierhin ist die Aufgabe 
ohne Anwendung der trigonometrischen Functionen, mithin als eine 
rein geometrische gelöst worden. Erst die Berechnung der Winkel 
mit Hilfe der nunmehr als bekannt angenommenen Weithe der Seiten 
erfordert die Anwendung der Trigonometrie ; dieselbe geschieht durch 
unmittelbare Anwendung der Fundament^formeln und bedarf somit 
hier keiner näheren Ausmhrung. 

Zahlenbeispiel: «=»676,14; d= 165,46. 



log 5 = 2,88004 

0,30103 

3,13107 

log (4««) = 6.26214 

4*2 «1828700 

3rf2=, 82134 



logu> = 

WS 

4.V 8 


1746566 

6,24218 

» 3,12109 

= 1321,68 

-= 2704,66 


3^ = 


1382,98 
= 496,38 


. 6p = 
ßg- 


= 1879,36 
= 886,60 



log rf = 2,21870 

logrf* = 4,43740 

0,47712 

log (3 d^) = 4,91462 

log p = 2,49586 
log c = 2,66370 
log y «2,16958 

log (««/ « 5,16956 

log (6«) = 4,83328 

log a = 2,57978 

log b = 2,41664 

= 380 

ft = 261 



a 



log— =0,16314 

a = 55«3ro 
ß = 340 29' 



fr 



log (oft) =4,99642 
0,30103 
log/' =4,69639 
/' = 49690. 



P 
Q 



313,23 
147,77 
461. 
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Anmerkung: Die für p nnd q gefundenen allgemeinen Ausdrücke 
lassen sich, wenn s und d durch Construction gegeben gedacht werden, 
leicht geometrisch construiren und führen somit auf die Auflösung der 
entsprechenden planimetrischen Aufgabe durch Construction. Die Aus- 
führung des Verfahrens ist durch bekannte Sätze so vollständig an- 
gegeben, dass dieselbe an dieser Stelle übergangen werden kann. 

Auflösung 2: Will man aus den gegebenen Stücken direct die 
Winkel des Dreiecks berechnen, so kann man aus a«>c.co8|3, h^^a^mß 
folgern : h^^ c . cos ß . sin ß «= j.c . sin 2 j^, demnach ««=c (1 -j- J sin 2 ß). 
Aennlich ergiebt sich ds^^a cob^ — 6 sinp=»c cosjJ*— c 8in(3»=cco8 2(?. 
Eliminirt man hier c, so ergiebt sich « : ^>= (2 -|- sin 2ß) : 2 cos 2ß^ 
welche Gleichung ohne Schwierigkeit mit Hilfe von sin 2 jJ* + cos 2 /?*= 1 
auf sin 2 ß oder cos 2ß aufgelöst werden kann.- Hat man so ß gefanden, 
so folfft c^d: cos 2 ß, und aus c und ß ergeben sich die übrigen Stücke 
nach den Fundamentalformeln. — Ebenso Kann man durch Elimination 
von ß leicht direct eine Formel für c finden. Die specielle Ausführung 
des Verfahrens, einschliesslich der Discussion der gefundenen Werthe 
und des Nachweises ihrer Identität mit den in Aufl. 1 ermittelten kann 
nun wohl dem Leser überlassen werden. 

Während in Auflösung 1 die durch Rechnung gefundenen allge- 
meinen Werthe zur Angabe der entsprechenden geometrischen Con- 
struction benutzt werden konnten, bedient man sich in anderen Fällen 
mit Vortheil der ^letzteren zur Auffindung der triffonometrischen Be- 
rechnung. Als em Beispiel hierfür diene die leichtere Aufgabe, in 
welcher c — b^^d und a se^eben sind : 

Aufgabe: Ein rechtwinkeliges Dreieck ans der Differenz der 
Hj^otenuse und einer Kathete und aus dem dieser Kathete anliegenden 
spitzen Winkel zu construiren, und sodann die nicht gegebenen Stücke 
trigonometrisch zu berechnen. 

Analyse: Es sei BGA das gesuchte, bei C rechtwinkelige Dreieck, 
also AB ^ AC gleich der gegebenen Differenz d und BAC gleich dem 
gegebenen Winkel a, so emält man, wenn man A C über C um CD^=^ d 
venängert und D mit B verbindet, ein Dreieck DBA, in welchem 
^Z>=^C-f(^B — -äC)=^Ä, demnach auch^Äi>^=/>Ä ^=900—4« 
ist. Man kann daher zunächst das rechtwinkelige Hilfsdreieck BDC 
aus CD^Bsd und <^ BDC, und sodann mit seiner Hilfe das gleich- 
schenkelige Dreieck BDA, und somit auch das gesuchte BGA consi^uiren. 

Construction: Gegeben sei die Linie </und der Winkel a. Man 

construire eine beliebige Gerade DC=d, er- 
richte auf />C in G die Senkrechte, halbire 
den gegebenen Winkel a, errichte auf der 
Halbirungslinie im Scheitelpunkt die 
Senkrechte, lege an Z> C in 2> einen Winkel 
an, welcher gleich dem so construirtenCom- 
plement von |a ist, und dessen angelegter 
t Schenkel die m G errichtete Senkrechte in 
/ B treffe, lege an DB in B einen Winkel 
DBA==^BDA an, verlängere DG über C, 
bis die Yeiiängung den m B angelegten 
Schenkel in A schneidet, und behaupte, 
BGA sei das verlangte Dreieck. 
Beweis: Da<^ DBA = BDA nach Construction, so ist DA =^ AB^ 
also AB — AG =B DA — AG = DG, also gleich der gegebenen Linie d. 
Femer ist der Winkel BGA ein Rechter als Nebenwinkel des nach 
Constr. rechten Winkels BGD, endHch ist -^ BAC ^ ISO^ ^ (DBA 

tBDA), also, da nach Constr. ^DBA^ BDA =^^Q^ — \a, so ist 
Äi4C — 1800 — 2.(90° — ia) = a, w. z. b. w. 
Discussion: Der Winkel a kann selbstverständlich nur ein spitzer 







r 
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sein; demnach ist 90^ — ^a stets grösser als 45®, miihm^DBA stets 
p>DBC, woraus folet, dass die Auflösung stets möglich ist. Man er- 
hält nur ein Dreieck. 

Trigonometrische Berechnung: £& seien nach der üblichen 
Bezeichnungsweise des rechtwinkeligen Dreiecks c — b^^id und a in 
Zahlen gegeben; die Berechnung kann sich dem Gange der Con- 
stmction anschliessen , indem man zunächst das Dreieck BCD be- 
rechnet. Da man hieraus sofort BCs=»a erhält, sa kann man dann 
die übrigen Stücke aus a und a unmittelbar berechnen. Man hat dem- 
nach: ^^/>C = 90ö— Ja; o:rf = tg(90<>— io)«cotgja; ««-dcotg^fif. 

Demnach ist femer c «=» a : sin a s» ij cotg ^a : 2 sin ^ a cos ^a, 
oder c => ef : 2 sin 4^ a*. 

b = a, cotg a^Bäd. cotg a . cotg ^a^^^d (cotg Ja* — 1) : 2« . 
/"ss 4 a6 sa J. fl« cotg a = J d* cotg ^ a' . cotg a, u. s. w. 

Discussion: Auch hier ergiebt sicn aus den Resultaten leicht, 
dass dieselben stets möglich und immer nur eindeutig sind. 

Zahlenbeispiel: £^ = 242; a = 49n4'49",7, also |3 » 40<» 45' 10",3. 



4 a = 24» 87' 24",85 
log sin ^ a = 9,61978 
log sin I a* » 9,23956 

0,80103 
log (2 sin ^ a*) «= 9,54059 

— logiV 

log sin a =» 9,87940 
log c » 2,84828 

log cos a s 9,81478 
log a » 2,72263 
log h =» 2,65801 



log d » 2,88382 

log N » 9,54059 

logc »2.84823 

c=-697 



log (a6)» 5,38064 
0,80183 

log F== 5,07961 
<x»52B 
6=455 



F= 120117 
Probe: d = 242 — c — Ä = 697 — 455. 
Anmerkung: Um die vorliegende trigonometrische Aufgabe auch 
ohne Bezugnahme auf die Gonslaruction zu lösen, kann man setzen: 
6 SS c . cos a , also d ■• c (1 — cos a) »- 2c. sin Ja'; c=^ d i 2 sin ^ a', 
wie oben. Das Weitere ergiebt sich leicht. 

Ausfuhrlicheres über Aufgaben dieser Art enthält der §. 27. 



49. Ein gleichschenkeliges Dreieck aus der Summe der 
Böhe auf der Grundlinie und der Höhe auf einem Schenkel 
gleich s und aus dem Winkel a an der Grundlinie zu berechnen. 

a) 5=199,368, « = 69» 23'25",1; b) 5=4; a = 70<>; 
c) 5 = 32,90454; a = 66« 26' 18",55. 

50. In einem gleichschenkeligen Dreieck ist die Summe der 
Basis und der auf ihr stehenden Höhe gleich dem Doppelten des 
Schenkels; man berechne seine Winkel. 

51. Ein gleichschenkeliges Dreieck aus dem Flächeninhalt F 
und dem Badius q des einbeschriebenen Kreises zu berechnen. 
-F=12, p = f. Cubische Gleichung. 

52. Ein gleichschenkeliges Dreieck aus dem Umfang u und 
der Höhe h auf einem Schenkel zu berechnen, t/ = 36 ; A = 9^^ . 
Cubische Gleichung. 
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Punkt in jeder Secunde zurück, welcher sich auf dem anderen 
Schenkel gleichzeitig vom Scheitelpunkt aus so bewegt, dass er 
stets den Fusspunkt des vom ersteren Punkt auf seinen Schenkel 
gefällten Perpendikels bildet? 

100. Auf dem Bogen eines Halbkreises yon r Meter Radius 
bewegt sich ein Punkt von dem einen Endpunkt desselben ans 
mit der gleichförmigen Geschwindigkeit von a Meter in der 
Secunde. Nach wieviel Secunden ist derselbe in gerader Bichtung 
^ Meter von seinem Ausgangspunkte entfernt? 

d. Vermischte Aufgaben. 

101. Die beiden Seiten eines 2,04 Meter hohen Dammes, 
dessen obere Breite 0,94 Meter beträgt, sind gegen die Horizontal- 
ebene um 38® 52' 48'',3 geneigt; welches ist die untere Breite 
desselben? 

102. Die Steigung einer Chaussee betrug Rir eine gewisse 
Strecke p Procent. Unter welchem Winkel war sie gegen den 
Horizont geneigt? 

103. In Frankreich sollen die Chausseen auf längeren Strecken 
eine Neigung von 4® 46' 48",69 nicht übersteigen, in Oesterreich 
soll die Steigimg höchstens -^ betragen. Wieviel beträgt im 
ersteren Fall die Steigung , wieviel im letzteren die Neigung? 

104. Die Flamme einer Kerze sei V^ breit; der scheinbare 
Durchmesser der Mondscheibe ist 31' 7". Wie weit muss man 
die Kerze vom Auge entfernen, damit ihre Flamme die Mond- 
scheibe bedeckt? 

105. Der Sehwinkel einer Geraden sei in einer gewissen 
Entfernung gleich a , an einem c^ näher gelegenen Orte gleich /3, 
und die Schenkel der Sehwinkel bilden mit dem Objecto je ein 
rechtwinkeliges Dreieck. Wieviel beträgt die Grösse der Ge- 
raden? 

106. Eine begrenzte gerade Linie AB =^ a ist gegen eine 
unbegrenzte MN unter einem Winkel et geneigt, und der End- 
punkt B der ersteren Linie; welcher der unbegrenzten am näch- 
sten liegt, hat von derselben einen Abstand gleich b. Wie gross 
ist der Flächeninhalt des Trapezes, welches durch ABj die aus 
A und B auf MN gefällten Perpendikel und einen Theil von 
MN begrenzt wird? a = 79«»; a = 66<^ 37f ; b = 28«^. 
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107. In einem Forstrevier sollten neue Anpflanzungen vor- 
genommen und die Stämme auf horizontalem Boden je o^ aus- 
einander gesetzt werden. Wie weit müsste man sie dem ent- 
sprechend auf dem Abhang eines Hügels auseinander pflanzen, 
der unter einem Winkel gleich a gegen den Horizont aufstiege? 



§. 16. Berechnung von Grössen^ welche von den 
Seiten und Winkeln des rechtwinkeligen Dreiecks 

abhängen. 

1. Aus der Hypotenuse c und einem spitzen Winkel a eines 
rechtwinkeligen Dreiecks die auf der Hypotenuse senkrechte Höhe^ 
sowie die durch dieselbe gebildeten Abschnitte der Hypotenuse 
zu berechnen, c = 118,81; a = 33« 23' 54",6. 

2. Den Flächeninhalt eines rechtwinkeligen Dreiecks aus- 
zudrücken a) durch eine Kathete und den ihr gegenüberliegenden 
Winkel, b) durch eine Kathete und den ihr anliegenden Winkel, 
c) durch die Hypotenuse und einen spitzen Winkel. 

3. Den Badius q des einem rechtwinkeligen Dreieck ein- 
beschriebenen Kreises zu berechnen a) aus einer Kathete und 
einem spitzen Winkel , b) aus der Hypotenuse und einem spitzen 
Winkel. a)a=308; a = 76öl8'ö2"; b)c = 365; a = 4«14'3r,9. 

4. Ebenso den Badius Qa des der Kathete a anliegenden 
äusseren Berührungskreises aus a = 60; /3 = 74« 48' 38",6. 

5. Man berechne die nach dem Halbirungspunkt einer 
Kathete a eines rechtwinkeligen Dreiecks gehende Mittellinie 
a) aus dieser Kathete und einem spitzen Winkel, b) aus der an- 
deren Kathete und einem Winkel, c) aus der Hypotenuse und 
einem Winkel, a) a == 240; a = 48« 66' 57",6; b) 6 = 240; 
a = 53« 18' 7"; c) c = 423,98; a = 7« 61' 45",2. 

6. Die den Winkel a des rechtwinkeligen Dreiecks halbirende 
Transversale aus diesem Winkel und a) der Kathete a oder b) der 
Kathete b oder o) der Hypotenuse c zu berechnen, a «= 14« 18' 19",2 ; 
a = 65,023 oder b = 255 oder c = 263,16. 

7. In einem rechtwinkeligen Dreieck sei eine Kathete a 
im Verhältniss m : n getheilt und der Theilpunkt mit dem gegen- 
überliegenden Eckpunkt verbunden. Man berechne die Länge 
der so entstandenen Transversale und die Winkel, welche sie 
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II. Das schiefwinkelige Dreieck. 

§. 19. Die Fundamental-Formeln. 

1. Der Durchmesser des dem Dreieck ABC umbeschriebenen 
Kreises lässt sich auf dreifache Art durch je eine Seite und 
den dieser gegenüberliegenden Winkel ausdrücken. Welche 
der Fundamentalformeln für das allgemeine Dreieck kann hier- 
durch bewiesen werden, und in welcher Gestalt ist dieselbe dem- 
nach zu schreiben, damit ihre Seiten eine einfache geometrische 
Bedeutung erhalten? 

2. Mit Hilfe des Satzes: „Jede Winkelhalbirende eines 
Dreiecks theilt die gegenüberliegende Seite proportional den an- 
liegenden", den Sinussatz abzuleiten. 

3. Bestimme die Werthe der Seitenverhältnisse in den- 
jenigen einander ähnlichen Dreiecken, deren Winkel sich wie 
m :n:p verhalten. m:n:p= a) 1 : 2 : 3 ; b) 3 : 4 : 5 ; c) 4 : 5 : 6. 

4. Aus den Verhältnissen der drei Seiten eines Systems 
ähnlicher Dreiecke, a:^:^ -=9 m:n:p, die Winkel derselben zu 
berechnen, mmip^^^a) 2:3:4,-, b) 3:4:6; o) 4:9: 12. 

5. Von einem Dreieck seien zwei Seiten a, b gegeben, und 
der Gegenwinkel a der Seite a sei zweimal so gross, als der Gegen- 
winkel/) der Seite ^. Man berechne diese Winkel. a=353, ^=207. 

6. Aus dem als bekannt vorausgesetzten Sinussatz und der 
Winkelsumme des Dreiecks den allgemeinen pythagoreischen Lehr- 
satz durch alleinige Bechnung abzuleiten. 

7. Man soll umgekehrt aus dem als bekannt vorausgesetzten 
allgemeinen pythagoreischen Lehrsatz und der Winkelsumme den 
Sinussatz durch Bechnung ableiten. 

8. Aus dem allgemeinen pythagoreischen Lehrsatz in zwei 
seiner Formen für dasselbe Dreieck und aus der Winkelsumme 
die dritte Form abzuleiten. 

9. In einem Dreieck sei der von zwei bekannten Seiten 
eingeschlossene Winkel gleich 60^ ; wie gross ist die dritte Seite ? 
Ebenso, wenn der eingeschlossene Winkel gleich 45^ ist. 

10. Zwei Dreiecke stimmen in zwei Seiten überein, die ein- 
geschlossenen Winkel ergänzen sich zu 180^; welchen Satz erhält 
man über die Summe der Quadrate der dritten Seiten? 
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11. Die Formel a.coaß'\'b,coBa=c abzuleiten a) mittelst 
der Zerlegung des Dreiecks in zwei rechtwinkelige, b) durch 
Bechnung aus sin 7^ ss sin (a -f- /3) und indem man sin a und 
sin ß mittelst des Sinussatzes durch sin y und Seiten ausdrückt. 

12. Aus der Formel der vorstehenden Aufgabe und den 
entsprechenden fdr a und b durch Elimination zweier Winkel 
den allgemeinen pythagoreischen Lehrsatz abzuleiten. 

13. umgekehrt aus dem allgemeinen pythagoreischen Lehr- 
satze durch Bechnung die Formel a . cos /) -j" ^ • ^^ a = c ab- 
zuleiten. 

14. Aus dem Sinussatze durch Bechnung die Formel tang a 
= a . sin y : (^ — a . cos y) abzuleiten. 

15. Die sogenannte" Tangpntenformel {a — 6) : (a + b) 
= tang ^ {a — ß): tang ^ (« + ft ^^^t^ sowohl durch Bechnung 
ans dem Sinussatz, als auch durch Construction (der Linien 
a-^bj a — b und zweier zugehörigen rechtwinkeligen Dreiecke, 
in denen die Winkel der Formel vorkommen) bewiesen werden. 
Man soll zu der im Lehrbuch gegebenen Ableitung der Formel 
die andere hinzufügen. 

16. Ebenso für die Doppelformel: (a — ft) . cos ^ y = 
£? . sin ^ {a — /3); (ö+ft) .sin^^y = ccosi^a — ß). 

17. Man kann die Tangentenformel (15.) auch nach fol- 
genden Andeutungen geometrisch beweisen: Man errichte auf 
der Seite AB des Dreiecks ABC in ihrem Halbirungspunkte /> 
die Senkrechte und verlängere A C über C bis zum Durchschnitt 
E mit der letzteren. Die Mittelsenkrechte ED schneidet die 
Halbirungslinien der Winkel ECB^ CBE im Mittelpunkt F des 
dem Dreieck CEB einbeschriebenen Kreises, und die von F auf 
CB gef&Ute Senkrechte FG ist der Badius des letzteren. Man 
zeige, dass CG=^{a''b\ BG=^(a-^b), ^FBG=li(a — ß\ 
^FCG = ^0^ —\y ist, und drücke die Tangenten der letz- 
teren Winkel in den betreffenden Dreiecken durch Seitenverhält- 
nisse aus. 

18. Mittelst derselben Figur, wie in 17., und Anwendung 
des Sinussatzes die Formeln in 16. geometrisch abzuleiten. 

19. Welchen Satz erhält man aus den in 16. genannten 
Gleichungen, wenn man dieselben auf a und b als Unbekannte 
auflöst und die Besultate möglichst vereinfacht? 
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20. Welche Gleichung erhält man, wenn man in der in 16. 
genannten Doppelformel y = 180® — (a -f- /S) setzt und nach 
erfolgter Entwickelnng der Fnnctionen zusammengesetzter Winkel 
und Elimination von ß auf tang^a auflöst? 

21. Welche Formel ergiebt sich aus den Gleichungen in 16., 
wenn man dieselben quadrirt und dann addirt? 

22. Welche geometrische Bedeutung hat in den Formeln, 
welche die Tangenten der halben Winkel eines Dreiecks durch 

die Seiten ausdrücken, die Grösse t/ (*"~^K*— )(g— c) ^ ,jjj^ ^^ 

lassen sich hieraus jene (gewöhnlich aus dem allgem. pyth. Lehr- 
satz entwickelten) Formeln geometrisch ableiten? 

23. Welchen Satz erhält 'man, wenn man eine der Formeln, 
welche die Sinus der ganzen Winkel eines Dreiecks durch die 
Seiten ausdrücken, durch eine andere dividirt? 

24. Man leite die Formel , welche cos \ a durch die drei 
Seiten ausdrückt, aus der entsprechenden für sin ^€)( mittelst des 
Satzes sin x^ + cos o?^ = 1 ab, oder umgekehrt. 

25. Welche Foimel erhält man durch Division je zweier 
der in 24. genannten ftir die Sinus der halben Winkel geltenden 
Formeln? Ebenso für die Cosinus. 

26. Die Tangenten der ganzen Winkel eines Dreiecks durch 
die drei Seiten desselben auszudrücken. 



§.20. Berechnung eines Dreiecks aus einer Seite 

und zwei Winkeln. 

a. Zahlenbeispiele. 

1. Gegeben: 0=635,953, a==36<> 23' 12",4,iS= 650 36' 0",7. 

a = 635,953 log sin ß == 9,9593682 log h = 2,9895678 

a = 36. 23. 12,4 log a = 2,8034250 ^^=976,265 

^ = 65.36. 0,7 log(l : sin«) = 0,2267746 c= 1048,636 

101. 59. 13,1 log sin y = 9,9904253 log c = 3,0206249 
y = 78. 0.46,9. 
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a = 24,3106 
« = 45» 18' 2" 
j3 = 220 11' 10^' 
67.29.12 

y = 112. 30. 48 

ft = 12,915 

c = 31,594 

& = 51 
/J= 4^20' 
y= 136^14' 
140. 34. 
a= 39.26. 
a = 428,73 
c = 466,88 



log sin /J = 9,67705 
log a = 1,38579 

C. log sin a = 0,14825 

log sin y = 9,96557 

log& = 1,11109 
log c= 1,49961. 

9,80290 
1,70757 
1,12171 
9,83993 

2,63218 
2,66921. 





a 


a 


ß 


y 


b 


c 


4. 


90 


7021' 




50030' 




1220 9' 




542,850 


595,638 


5. 


479 


82. 22 




4^. 


20 




54. 18 




331,657 


392,473 


6. 


500 


10. 12 




46. 


36 




123. 12 




2051,48 


2362,61 


7. 


795 


79. 59 




44. 


41 




55. 20 




567,688 


663,986 


8. 


804 


99. 55 




45. 


1 




35. 4 




577,313 


468,933 


9. 


820 


12. 49 




141. 


59 




25. 12 




2276,63 


1578,89 


10. 


999 


77. 




37. 


58 




65. 2 




630,771 


929,480 


11. 


7855 


109. 20 




52. 


6 




18. 34 




6568,71 


2650.56 


12. 


8086 


19. 29 




83. 


1 




127. 30 




13209,7 


192.33,5 


13. 


6412 


70. 55 




56. 


56 




52. 9 




5685,88 


5357,50 


14. 


14 


59. 29. 


23",1 


67. 


22. 


48",5 


53. 7. 


48",4 


15 


13 


15. 


150 


96. 43. 


58,5 


9. 


31. 


38,2 


73. 44. 


23,3 


25 


145 


16. 


120 


124. 58. 


33,6 


11. 


25. 


16,3 


43. 36. 


10,1 


29 


101 


17. 


408 


96. 57. 


20,1 


5. 


43. 


29,3 


77. 19. 


10,6 


41 


401 


18. 


40 


93. 41. 


42,8 


18. 


55. 


28,7 


67. 22. 


48,5 


13 


37 


19. 


44 


107. 56. 


42.9 


18. 


55. 


28,7 


53. 7. 


48,4 


15 


37 


20. 


102 


66. 59. 


25,4 


33. 


23. 


54,6 


79. 36. 


40,0 


61 


109 


21. 


232 


85. 11. 


58,6 


15. 


11. 


21,4 


79. 36. 


40,0 


61 


229 


22. 


312 


181. 24. 


44,0 


15. 


11. 


21,4 


33. 23. 


54,6 


109 


229 


23. 


240 


139. 56. 


16,8 


8. 


10. 


16.4 


31. 53. 


26,8 


53 


197 



b. Anwendungen. 

24. Um die Entfernung eines feindlichen Festungswerkes A 
von dem Orte B zu bestimmen^ ist eine Linie BC^=a nebst 
den Winkeln ABC ^^ ß^ BCA=^y gemessen worden. Man 
berechne AB. a = 322,554, ß = 60^ 34', y = 56« 10. 

Beibt, Aufgaben. I. 7 
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25. Aaa zwei Strandbatterien A, B, welche 1500 Schritte 
aoBeinander liegen und deren gedachte Verbindungslinie in der 
westlichen Batterie A einen Winiel von 108" mit der Nordnadel 
bildet, wird ein Schiff beobachtet. Bei dem Visiren aus der 
Batterie A nach demselben weicht die Visirlinie in Sstlicher Bich' 
tung von der Nordnadel am 5^" ab. Bei dem Visiren aus der 
Batterie B nach dem Schiffe weicht die Visirlinie in westlicher 
Richtung um 13^° von der Nordnadel ab. Wie weit ist das 
beobachtete Schiff von jeder Batterie entfernt? 

26. An den Endpunkten einer Geraden von der gegebenen 
L&nge c™ befinden sich zwei Atome, welche sieb gleichzeitig nnter 
dem Winkel sc, bezw. ß gegen die Gerade in Bewegung setzen; 
das erste Atom hat eine Geschwindigkeit von a™ in der Secunde 
und trifft mit dem zweiten in einem Funkte zusammen. Man 
berechne die Geschwindigkeit des zweiten. Welchen Einflues übt 
der Werth yon c auf das Resultat aas? a — ll" 15' 0",1, 
ß = 28" 4' 20",9 , ß = 65. 

27. Von einem Farallelogramm sei eine Diagonale d nebst 
den Winkeln (p, ^, welche sie an ihrem einen Endpunkt mit 
den Seiten bildet, gegeben; man berechne die Seiten. d>«4,06, 
V = 45", ^ — 28" 7' 31",8. 

28. Von einem Farallelograinm sei eine Seite a, ein ihr 
anliegender Winkel a und der Winkel, welchen sie an ihrem 
anderen Endpunkt mit eiser Diagonale bildet, gleich q> gegeben; 
man berechne die andere Seite und diese Diagonale, a = 14,4453, 
a = 22" 17' 0",0, ip = 10» 55' 44",4. 

29. Ein gleichschenkeliges Trapez aus einer Diagonale und 
den Winkeln, welche sie an ihrem einen Endpunkt mit den 
Seiten bildet, zu berechnen. 

30. Die nicht parallelen Selten eines Trapezes ans den 
beiden parallelen Seiten und den Winkeln desselben zu berechnen. 

31. 'Aus einer der parallelen Seiten eines Trapezes, den 
Winkeln, welche sie mit den nicht parallelen Seiten, und einem 
der Winkel, welche sie mit den Diagonalen bildet, die abrigen 
Seiten des Trapezes zu berechnen. 

32. Aus einer Seite eines Sehnen -Vierecks und den Win- 
keln, welche sie mit den Diagonalen und mit einer der anderen 
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Seiten bildet, sollen die niebt gegebenen Seiten, die Diagonalen 
und der Radius des umbescbriebenen Kreises berechnet werden. 

33. Die Seiten eines Vierecks aus einer Diagonale und den 
Winkeln, welche dieselbe mit den Seiten bildet, zu berechnen. 

34. Eine Transversale theile einen Winkel eines gleich- 
seitigen Dreiecks im Yerhältniss 4:5. In welchem Yerhältniss 
wird die gegenüberliegende Seite getheilt? 

35. Der Winkel C an der Spitze des Dreiecks ABC, in 
welchem die Seite AB und die ihr anliegenden Winkel gegeben 
sind, sei in drei gleiche Theile getheilt. Man berechne die zu- 
gehörigen Abschnitte Yon AB. AB = 3648; ^ ^ — 25» 17', 
i: ^ = 63» 19'. 

36. Von einem gleichschenkeligen Dreieck sei der Winkel 
an der Spitze gleich 2 a gegeben ; eine von der Spitze nach einem 
Funkt der Grundlinie gezogene Transversale sei gleich a und 
theile jenen Winkel im Yerhältniss m : n. Wie lang sind die 
Schenkel des Dreiecks? a = 55** 25', a = 5,784, m : n — 2 : 3. 

37. Zwischen den Seiten AB und AC eines Dreiecks ABC 
soll eine zu ^^ parallele Transversale ÄF so gezogen werden, 
dass Bä = JCF ist. Wie lang ist diese Transversale, wenn 
BC = a, ^ B = ß, ^ C^y gegeben sind? a = 31,25, 
i^ == 42<> 13', y = 80« 28'. 

38. Zwischen den Seiten AB und AC eines Dreiecks ABC 
soll zu BC eine parallele Transversale ÄF gezogen werden, 
welche gleich BÄ+CF sei. Wie lang wird ÄF, wenn BC=a, 
^B^ß,^C=y gegeben sind? «=27,79, /S=470 24',y=970 22'. 

39. Von einem Dreieck seien zwei Seiten BC^ AB und 
der von ihnen eingeschlossene Winkel ß gegeben. Man soll zwi- 
schen diesen Seiten eine Gerade ÄF unter gegebenem Winkel 
BXF = q> gegen BA so ziehen, dass das abgeschnittene Dreieck 

BäF gleich — des ganzen ist. Wie lang wird ÄF? BC^SO, 

AB =»52, ß = 29^ 28', tp = 47« 56', m : n = 2 : 15. 

40. In einem Kreise, dessen Badius gleich r gegeben ist, 
sei eine Sehne CB = a gezogen, und die letztere sei über B 
um BA^s^b verlängert. Von A aus soll eine Secante AÄF 
zu dem Kreis gezogen werden, so dass der Bogen BÄ halb so 
gross wie der Bogen CF wird; man berechne den Winkel CAF. 

7* 
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§. 21. Berechnung eines Dreiecks aas zwei Seiten 
and dem eingeschlossenen Winkel. 

a. Zahlenbeispiele. 
Gegeben a, &, y. Gesucht ä) c = j/a^ + b^ — 2 ab cos y 

= ö Z^ 1+ ( — ) — 2 — cosy; sina = a:-A- : smß=b:-^^ : 

' '\fl/ a '' smy' "^ siny' 

Probe: a + ß + y«^lSO^. 

1. a = 626,51 

b — 898,05 
y = 55<>30'l2 



log b = 2,9533005 
log a = 2,7969280 

log (^^ = 0,1563725 
log cos y «= 9,7530912 



+ ar- '.' 



054684 



2— cos y 



0,3127450 
9,9094637 
0,2104937 



= 1 ,623655 

1,431029 
0,1556484 
0,0778242 
log c = 2,8747522 
c = 749,4663 



logc = 
log sin y = 

loga = 

logb = 

log sin a = 

log sin ß =s 



2. «= 
b=^ 

y = 



4,15 
8,67 
118«5' 



2,8747522 
9,9160111 
2,9587411 
2,7969280 
2,9533005 
9,8381869 
9,9945594 



a 
ß 

y 



= 430 32' 49 
== 80. 56. 59 
= 55. 30. 12 



// 



180. 0. 



\^%b 
logö 

log cos y« 



»0,93802 
:0,61805 

=0,31997 
9,67280n 



2— cosy= — • 



0,63994 

9,99277n 

0,29380n 



logc = 



5,36460 

1,96700 

7,33160 
0,86520 
0,43260 
1,05065 
11,237 



logc= 
log sin y= 

logfl = 

log* = 

log sin a - 

log sin ß - 

ß 



= 1,05065 
: 9,94560 
1,10505 
=0,61805 
=0.93802 
=9,51300 
'. 9,83297 
= 19« 1' O" 
= 42.54. 
=118. 5 
180. 0.0. 
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3. a = 10 log 220 = 2,34242 c««» 79,687 
b =11 log cos 6(fi= 9,80807 1,90084 
y =6(fi 2,16049 0,96042 

141,413 c= 8,9212 

Anmerkung. Die vorstehende Formel für c ist für numerische 
Rechnungen zu empfehlen, wenn bloss c gesucht wird und a, b hin- 
länglich einfache Zanlenwerthe haben, so dass ihre Quadrate bequem 
ohne Logarithmen berechnet werden können , wie in dem vorstehenden 
Beispiel 3. Auch wenn lo^ a, log b aus einer vorhergehenden Rech- 
nung bekannt sind , kann sie angewendet werden. Andere Formen der- 
selben sind 

c« = (ö + ft)« — 4 «& cos ^ y« = (a — i)« + 4 oft sin i y« 
=. [{a + A) sin i y]« + [(« - b) cos ^ y]«. 

Man kann die Unterbrechung der logarithmischen Rechnung durch 
Anwendung eines Hilfswinkels, mittelst der Formeln 

o\ ^ — * A 2^ÄÄ.sin4y 

ß) c = , tang q> s= — — ^-^ , 

, '^^ cos qp ° ^ a — b * 
oder ^ 

/ I i.\ «« ^ • . 2 Yab, cos 4 y 

beseitigen, doch bieten dieselben keinen wesentiichen Yortheil dar. 

Sollen die Winkel unabhängig von der Seite c gefunden werden, 
80 kann man folgende Formeln anwenden: 

XX a sin y , . ä sin y 

y) tang a = ~ — : tang ß = -— ^ 

'' ^ 6 — a cos y ' ® *^ a — 6 cos y 

Die Rechnung mit denselben ist iedoch ebenfalls logarithmisch 
unterbrodben und daher för num er iscne Beispiele wenig empfehlens- 
werth. Mittelst eines Hilfswinkels können sie in die folgenden um- 
gewandelt werden: 

>\ ü- ^ ft/vii « • cos y • • A« fl . sin y ^ , 

^)Fury<90«; ^ = sm 9«, tang a = ^^-^-^ ; a<Ä. 

r- ^ *v/^« + fl . COS y , ^, , a . sin y . cos ib* 
für y > 90®; — ^tang-^*, tang a = ^ — , 

doch ist auch dieser Methode die folgende vorzuziehen: 

s) tang i (a - p) = |^ . cot 4 y. 

4. a = 95,7832 log {a—b) = 1,7224332 
b = 43,0076 log (ö + Z^) = 2,1423607 
y = 32Q 16' 15^82 9,5800726 

a — b= 52,7766 log cotg i y == 0,5386409 

Ä + ft = 138,7908 log tang i (« — /*) = 0,1187134 

^ y = 16» 8' 7",91 

^ («-/})== 620 44'6",36 

|(a+^)= 73.51.62,09 
a = 126. 35. 68,46 
ß «= 21. 7. 46,73. • 
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5. 



a 
b 

y 



289 
601 
100« 19' 6 



i>— = 312 

ft-f fl = 890 

^ (/}-«) = 16M8' 14' 

i(/J + a) = 39. 50.27 

^ = 56. 8.41 

a = 23. 32. 13 

0,47712 

2,66370 

_ 7,81342 

10,87506 

8,68848 



log (*-«) = 2,49415 
log (^ + ö) = 2,94939 

9,54476 
log cotg J y = 9,92136 
log tang ^ (/5 — «) = 9,46614 



2. 47. 39,2 

82. 24. 19,3 

y = 85. 11.58,5 

ß = 79. 36. 40,1 



6. b^ 229 
c — 232 
g=15Qir 2r,4 

3 
461 

70 35'40",7 

t) Werden die fehlenden Winkel mit der dritten Seite zugleich 
verluigt, 80 bedient man sich im Allgemeinen am besten der Moll- 
weide*8chen Formeln: 

(fl— 6) cos ^ y = c . sin 4 («— P) 
(ö+6) sin { y = c . cos I («•— ß). 

Je nachdem ^{a^ß) grösser oder kleiner als 45^ ist, liefert der aus 
der ersten oder der zweiten Formel gewonnene Werth von c das ge- 
nauere Resultat. VergL A. 9. 

7. a= 22,1497 

b = 9,8276 

y = 150» 59' 59^9 8 
fl^Z>== 12,3221 
«4-^= 31,9773 
^ y = 75» 29' 59",99. 
log (a — b) = 1,0906847 log (a + b) = 1,5048418 

log cos 4 y = 9,3985997 log sin ^ y = 9,9859416 

0,4892844 1,4907834 

log sin i (cc — ß) =: 8,9963551 log cos | (cc—ß) = 9,9978541 






logc— 1,4929293 

c = 31,11210 
log tang 4^ («—/»)= 8.9985010 

^(a—ß)= 5ö4l'27",77 
lla^ß)^U.SO. 0,01 
a = 20. 11. 27,78 
ß— 8.48.32,24 



= 1,4929293 



i 
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8. 



a 




289 






b 


« 


601 






V 


= 


100» 19' 


6" 


,4 



i> — ö = 312 
Z> 4- ö = 890 

4. y = 50« 9' 33",2 

log {b—d) = 2,49415 log (*+ö) 

log cos i y = 9,80663 log sin \ y 

2,30078 

log sin i (/3 — a) = 9,44829 log cos ^ (^ — «) 



2,94939 
9,88527 
2,83466 
9,98217 



log c = 2,85249 

c = 712,0 

log tang 4. (/S — a) = 9,46612 

i(^_a) = 160l8' 14",1 
^ (/? + «) = 39. 50. 26,8 
/3 = 56. 8.40,9 
a = 23. 32. 12,7 



= 2,85249 



9. 


'229 
232 
: 15» 11' 21",4 

3 
461 
70 35' 40",7 




0,47712 2,66370 
9,99617 9,12111 
0,47329 1,78481 


8,68848 
2» 47' 39",3 
82. 24. 19,3 






8,68797 9,99948 

1,78532 1,78533 

ö = 61 


y — 85. 11.58,6 
ß — 79. 36. 40,0 


10. 


c — 0,0003 

ö = 0,0002 

a = 179<> 59' 

0,0001 

•0,0005 

89. 59. 


0,00000- 4 0,69897—4 
3,68557—10 0,00000 

' 59",9 0,68557 - 11 0,69897 — 4 
2,98660—10 0,00000 
0,69897- 4 = 0,69897 — 4 

59,9 a— 0,0005? 






7" 


2,98660 — 10 
0« 0' 0",20 
0. 0. 0,05 
= 0. 0. 0,(25) 
- — 0.0.0,(15) 
? 





Wamm reichen die Seteiligen LogaritbmeD 
ronteheuden Beispiels nicht bin? 
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Berechnung des 



o— 5,132 


0,21906 


0,93490 




8,98941 


6 == 3,476 


9,65553 


9,95028 




5» 34' 26" 


y = 1260 12' 14 


• 9,87459 


0,88618 




26. 53. 63 


1,656 


8,98736 


9,99794 


^ 


= 32. 28. 19 


8,608 


0,88724 


= 0,88724 




= 21. 19. 27 


63« 6' 7" 


c = 


7,7133 






-0,2034 


0,95952-2 


0,49927- 


-1 


9,59695 


-0,1123 


0,90726 


9,77065 




21034'11",3 


= 72015'18",e 


0,86677—2 
9,56542 


0,26982- 
9,96847 


-1 


53.52.20,7 


0,0911 


«=75.26.32,0 


0,3157 


0,30135—1 


— 0,30135- 


-1 


/S — 32.18. 9,4 


36. 7. 39,3 


c = 


0,20015 






a — 20,833 


0,41296 


1,59193 




9,22188 


» — 18,246 


9,96817 


9,56732 




9«27'47" 


C — 43« 20^ 20' 


0,88113 


1,15926 




68.19.50 


2,568 


9,21593 


9,99405 


a 


= 77.47.37 


39,078 


1,16520 


1,16520 


ß 


= 58.52. 3 


21. 40. 10 


c-= 


14,628 






a = 2071 


2,26482 


3,59748 




8,94900 


h — 1887 


9,94763 


9,66587 




5« 4' 63" 


;. — 65" 12' 3" 


2,21236 


3,26336 




62.23.68,6 


184 


8,94729 


9,99829 


a- 


-67.28.51,5 


3958 


3,26506 = 


= 3,26506 


ß 


= 57.19. 5,5 


27. 36. 1,5 


' — 


1841 






a - 8,54 


0,33244 


1,17406 




0,11590 


Ä = 6,39 


9,99737 


9,03985 




62" 33' 22" 


f— 12» 36' 8" 


0,32981 


0,21391 




83.42.26 


2,15 


9,89979 


9,78389 


a= 


=136.16.48 


14,93 


0,43002 


0,43002 


ß- 


= 31. 9. 4 


6. 17.34 


c = 2. 


89(165) 
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16. 



tf 



a =r 405,535 
b = 456,993 
Y=l^ 25' 4 
51,458 
862,528 
0.42.32 



1,71145 
9,99997 
1,71142 
9,99086 
1,72056 



2,93577 
8,09244 
1,02821 
9,30765 
1,72056 



tf 



0,68321 
78*17' 
89.17.28 



/J = 167.34.28 
a= 11. 0.28 



c == 62,549 





a 


b 


y 


c 


tt 


ß 


17. 


0,917 


0,312 


330 7' 9" 


0.67748 


132«18'27",5 


14034' 23",5 


18. 


0,0846 


0,05352 


177.-3. 4 


0,138178 


1.48.22,7 


1. 8.33,3 


19. 


13,715 


11,214 


15. 22. 36 


4,1552 


118.65.49 


46. 41. 35 


20. 


25,913 


0,32195 


118.27.55 


26,068 


60.54.45,5 


0. 37. 19,6 


21. 


104,76 


22,55 


9. 1. 1,2 


82,562 


168.31.46,6 


2. 27. 12,3 


22. 


215,18 


134,16 


115. 3.11 


297,92 


40. 52. 10,5 


24. 4.38,6 


23. 


3000,9 


1587,2 


86. 4. 4 


3297,2 


65.13.52 


28.42. 4 


24. 


4527 


3465 


66. 6.27 


4449 


68. 29. 15 


45. 24. 18 


25. 


2068 


14,9907 


72. 52. 52 


2063,6 


106.43J6 


0. 23. 52 


26. 


55,14 . 


33,09 


30.24. 


31,431 


117.24.33 


32.11.27 


27. 


47,99 


33,14 


175. 19. 10 


81,064 


2.46. 8 


1. 54. 42 


28. 


0,3184 


0,1234 


88.12.40 


0,33787 


70. 22.38 


21.24.42 


29. 


5,1269 


1,4687 


62. 9.24 


4,6269 


101.32.32 


16.18. 4 


30. 


1347,11 


1053,14 


18. 7.54 


400,76 


130.12.46 


36. 39. 20 


31. 


9,9946 


8,1357 


0, 0.0,4 


0,000457 


? 


? 


32. 


0,0089 


0,0012 


89. 59. 58 


0,0089806 


82.19.17 


7. 40. 46 


33. 


22,145 


0,59525 


14.14.14 


21,569 


165. 22.26 


0.23.20 


34. 


1459 


399 


92.11.18 


1627,2 


72.40.41 


15. 8. 1 


35. 


3184 


917 


34. 9.16 


2479,2 


133.51.34 


11.59.10 


36. 


20.999 


19,999 


57. 48. 32 


19,835 


63. 37. 30 


58. 33. 68 



b) Anwendungen. 

37. Um die Entfernung AB zweier Orte zu bestimmen, 
zwischen denen sich ein Hindemiss der Messung befindet, sind 
von einem dritten Punkte C aus die Entfernungen CA = b^ 
CB^=»a nebst dem Winkel ACB^^y gemessen worden. Man 
berechne AB. a = 382,500, b = 347,554, y = 62* 31'. 

38. Von einem Punkte aus bewegen sich zwei Atome in 
geraden Linien und legen in jeder Secunde beziehungsweise a^ 
und b^ zurück; ihre Bichtungen bilden mit einander einen 
Winkel gleich y. Wie gross ist der Abstand der Atome von 
einander nach t Secunden ? = 69, & = 73, y = 41« 6' 43",5, 
^=4. 
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39. Von einem Parallelogramm seien zwei aneinander 
liegende Seiten a, b und ein Winkel a gegeben; man soll seine 
Diagonalen berechnen, a = 5, & — 6, a = 87® 8' 2",4 oder 
a = 8,04, b = 9,85, a = 13» 45' 2". 

40. Die Seiten und Winkel eines Parallelogramms aus seinen 
Diagonalen und dem von diesen eingeschlossenen Winkel zu be- 
rechnen. d = e = 267, q) = 14« 18' 19",2. 

41. Von einem Parallelogramm sei eine Seite, nebst den 
Winkeln^ welche sie mit den Diagonalen bildet, gegeben; man 
berechne die andere Seite. 

42. Ein gleichschenkeliges Trapez aus einer der nicht 
parallelen Seiten c, dem grösseren Winkel q>^ welchen dieselbe 
mit einer Diagonale bildet, und aus der Diagonale e zu berechnen, 
c = 13, ^ = 15, g) = 59<^ 29' 23",1. 

43. Von einem Trapez sind die beiden parallelen Seiten, 
eine nicht parallele Seite und der Winkel, welchen die letztere 
mit einer der parallelen bildet, gegeben ; man berechne die vierte 
Seite. 

44. Von einem Sehnen -Viereck seien zwei aneinander 
liegende Seiten und die beiden einer nicht gegebenen Seite an- 
liegenden Winkel gegeben; man berechne die übrigen Stücke 
desselben. 

45. Von einem Viereck ABCD seien zwei gegenüberliegende 
Seiten AB = a^ CJD^Cj die Diagonale AC = e und die Winkel 
BAC>===e, BGA = ^gegeben; man berechne die übrigen Stücke 
desselben. ö=3,6055; <?=6,40314; ^=6; « = 560 18' 35",6; 
§=51« 20' 2Ö",6. 

46. Eine Seite eines gleichseitigen Dreiecks sei in drei 
gleiche Theile getheilt, und jeder Theilpunkt sei mit dem^ gegen- 
überliegenden Eckpunkt verbunden. Man berechne die hierdurch 
entstandenen Theile des Winkels an diesem Punkt und das Ver- 
hältniss einer Verbindungslinie zur Seite des Dreiecks. 

47. a) Eine Secante und eine Tangente desselben Kreises 
schneiden sich unter dem Winkel a, der innere Abschnitt der 
Secante ist gleich a, der äussere gleich b. Wie gross ist der 
Badius des Kreises, und wie gross die Sehne, welche den aaf 
der Peripherie liegenden Endpunkt der Secante mit dem Beruh- 



§. 22.] Gegeben zwei Seiten und ein Gegenwinkel 107 

nmgßpunkt der Tangente verbindet? a = 68® 18' 50", «=5,6612, 
J= 2,8425. 

b) Ebenso ans denselben Stücken den Radios und den 
Fl&cheninhalt des Kreises zu berechnen für a^^Sb^ a =» ßO^, 

c) Man berechne den Radius eines Kreises, welcher durch 
zwei gegebene Punkte J, B geht und eine gegebene Gerade MN 
berührt, wenn der Winkel a zwischen MN und der durch A und 
B gehenden Geraden, nebst den Abständen a, b dieser Punkte 
von der Linie MN bekannt ist. a = 34« 12' 20",8, a = 468, 
l = 1300. 

48. Von einem Dreieck seien zwei Seiten und der ein- 
geschlossene Winkel gegeben. Man berechne die Abschnitte der 
einen von diesen Seiten, welche durch einen Theilpunkt von der 
Eigenschaft entstehen, dass das Quadrat seiner Verbindungslinie 
mit dem gegenüberliegenden Eckpunkt gleich dem Rechteck aus 
jenen Abschnitten ist. 

49. Zwei Kreise ; deren Radien bezüglich gleich R und r 
gegeben sind; schneiden sich so, dass die durch einen Durch- 
scbnittspunkt gelegten Tangenten mit einander den Winkel fp 
bilden. Man berechne die Länge der Centrallinie. q) = 60", 

§.22. Berechnung eines Dreiecks aus zwei Seiten 
und einem gegenüberliegenden Winkel. 

a) Zahlenbeispiele. 
1. 



a — 2304,79 


logb — 


3,0596846 


b = 1147,32 


log AT — 


3,3626313 


a = 149« 59' 59",99 




9,6970533 




log sin a = 


9,6989700 




log sin /J = 


9,3960233 




ß- 


14« 24' 44",56 




a + ß^ 


164. 24. 44,55 




y — 


15. 35. 15,45 


logö = 


: 3,0596846 




log sin /J — 


: 9,3960233 




\ 


3,6636613 




log sin y « 


'• 9,4292867 




logc = 


: 3,0929480 




c = 


: 1238,648. 





G^eben zwei Seiten und ein Geg^winkel. 



S. — 704 


log a = 2,8476 


»«302 


log » — 2,4800 


/j—as^u' 13",00 


0,3675 




log sin iS — 9,6297 




log sm« — 9,9973 


«— 83»«)16V6 


96" II 


a + /J= 108.64.28,45 


121. 31 


J.— 71. 5.31,55 


58. 21 



log a = 2,8475727 
log sin o = 9,9973450 

2,8502277; 2,8502277 
log sin !/ = 9,9759097; 9,9304589 
log (7 =>- 2,8261374; 2,7806866 
C = 670,0966; 603,5129. 
3. a= 72630 log b — 5,0699639 

b = 117480 log g = 4,8611160 

R = 80» 0' 50" 0,2088479 

l og sin g == 9,9933700 
log sin j3 = 0,2022179, 
«•=13,2 log6=l,19590 c=h 

&=15,7 logsina=9,92467 log6 = l 

a=57''13'15",3 1,12067 logco8a=9 

loga= 1,12057 logc=0 
logBin^=0,00000 £«8 

/J=90<' (?) y=3 

a« 242 log a ~ 2,38382 log a 

*=767 log8in^= 9,77830 logsiny 

^=36«53'2" 2,16212 

logA=2,88480 logsina 

log8Jna=9,27732 

«= 10" 54' 68" C 

y=132. 12. 0. 

6. «=216,45 2,33536 2,3363t 

* = 177,01 9,76607 9,8624J 

/J=35»36'20" 2,10043 2,4829J 

2,24800 9,9946S 

log8in«= 9,85243 logC=2,4775{ 

ar=45»2y2r',7; 134"36'32",3 c=300,29i 

80.59.47,7; 170.12.52,3 
7=99. 0.12,3; 9.47. 7,7. 
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< 


a 


b 


ß 


a 


y 


c 


• 


485 


840 


21031' 0" 


12013'33".6 


146«16'26",4 


127-2,15 




9,197 


9,399 


120.35. 


57. 23. 40 


2. 1.20 


0,38525 


f 


77,04 


91,06 


51. 9. 6 


41.13. 


87. 37. 64 


116,82 


r 


2,7548 


3,5055 


60. 0.32 


42. 53. 34 


77. 6.64 


3,9453 


f 


88,856 


86.153 


68. 10. 24 


66. 6.10 
54. 31. 4«^' 


45. 44. 26^ 

47.4a. 7^ 


66,696 


i 


55,65 


66,66 


77. 44. 40 


60,48t 


■ 

i 


360 


309 


21. 14. 25 


U. 57. 54 
156. 2. 6 




133. 47. 41 
3.43. 29 


615,67 
55,41 




i. 


9,787 


8,716 


38. 14. 12 


44. 1. 88 
135. 58. 82 


97. 44. 20 
6. 47. 16 




13,954 
1,4202 


». 

[ 


83512 


76725 


0. 0.21 


0. 0. 22,86 
179. 69. 37,14 


179. 50. 16,14 
0. 0. 1,86 


160252 
6795,9 


p. 0,0049 


0,0045 


17.41. 9 


.19. 19. 3 
160. 40. 57 


142. 59. 48 
1. 37. 64 




0,006915 
0,00042177 


{• 


695 


345 


21. 14. 25 


46. 62. 10 
133. 7.60 


111. 53. 25 
26. 37. 45 


883,65 
411,92 


1 

■ 


% 


80 


401 


84. 16. 30,7 


11.26.58,6 


84. 16. 30,7 


401 


i. 


240 


409 


72. 56. 18,5 


34. 7.23,0 


72. 66. 18,6 


409 


20. 


560 


449 


51. 26. 11,7 


77. 9.36.6 


61.26.11,7 


449 


21. 


360 


319 


41. 32. 40,3 


48. 27. 19,7 


900 


481 


22. 


88 


55,8 


32. 22. 42,3 


67. 37. 17,7 


900 


104,2 


23. 


5,21 


4,4 


57. 37. 17,7 


900 


32. 22. iS^3 


2,79 


24. 


134,16 


84,54 


52. 9.11 








26. 


2154,6 


987,3 


45. 25. 16 















*^ 



b) Anwendangen. 

26. Von einem Parallelogramm kennt man eine Seite a, 
^e Diagonale d und den Winkel q> der beiden Diagonalen ; man 

irechne die andere Diagonale und die andere Seite, a <= 35, 
= 63, 9 — 21» 36' 30". 

27. Ein gleichschenkeliges Trapez aus der kleineren parallelen 
feite b, einem Winkel ß und einer Diagonale d zu berechnen. 

= 144,568, ß = 96» 43' 58",5, d = 290. 

28. Aus den beiden parallelen Seiten eines Trapezes, einer 
licht parallelen Seite und einem Winkel an der vierten Seite 
iese letztere zu berechnen. 

29. Von einem Sehnen- Viereck sind zwei aneinanderliegende 
'iten, die von demselben Eckpunkt ausgehende Diagonale und 

Winkel zwischen einer gegebenen und einer nicht gegebenen 
äite bekannt; man berechne die übrigen Stücke desselben. 

30. Von einem Viereck seien gegeben die beiden Diago- 



1 
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nalen AC^=^e^ BD=^f^ eine Seite BC=h und die Winkel 
BCD^^^y^ CDA^=^8\ man berechne die übrigen Stücke des- 
selben, h = 6,40314, ^ = 8, /= 10, y = 88<* 51' 13",9, 
* = 60<^ 27' 39",2. 

§.23. Berechnung eines Dreiecks aus den drei 

Seiten. 

a) Zahlenbeispiele. 
Gegeben: ö, ft, <?; gesucht: a) cos a «» "^ "~^ . 



1. a=«35 ^^^=5929 cos a=; 



26e 
13168 1646 1646 



2.77.92 77.23 1771 

h=ll c'=8464 

c=92 14393 log 1646»»3,2164298 
a^=1225 log 1771=3,2482186 

13168 log cos «=9,96821 12; «=21^39' 20",45. 

2. 0=13,45 log«> = l,16316 &2«,211,99 log (*c) = 2,35823 
&= 14,56 logc=l,19507 0^=245,55 0,30103 
c= 15,67 logg = 1,12872 457,54 2,65926 

2,44191 
log(«^2)=2,32632 «2=180,90 logcosfl= 9,78265 
log (c2)= 2,39041 276,64 a = 52H0'53". 

log (V)= 2,25744 

40 

3. a = 7 ^2 = 64 <508a = 2-^ 

h = % c2 = 25 =0,5 

c = 5 «2=49 a = 60» 

40 

Anmerkunff: Die vorstehend benutzte Methode kann, weil sie 
logarithmisch unterbrochen ist, nur für den Fall empfohlen werden, 



dass a, h. c durch hinreichend kleine Zahlen angegeben sind, um ihre 

: " " _ genug ohne Anwendung der Lol " " 

können, oder auch wenn statt der Wenhe von /i, 6, c deren Loga- 



— —'-'-' -^f —j — — — ■ Q. O 7 — — — — • 

Quadrate bequem genug ohne Anwendung der Logarithmen finden zu 



rithmen gegeben sind. 

Die Benutzung der Formeln 



p) Bin i a = V(«-&+c)(a+ft-e) _ ,/(»-i)(«-cJ ^ ^^ 
¥ ^bc r bc 

y) coa i «- i/^±b+c){b+c-a) ^ -^sjs-c) ^ ^^^ 

r bc r bc 

kann mit Rücksicht auf die bequemeren Methoden s und £, welche im 
Nachstehenden angeführt sind, für numerische Aufgaben nicht empfohlen 
werden. Dieselben würden für solche höchstens in dem Fall als hin- 
reichend praktisch bezeichnet werden dürfen, dass nur ein Winkel 



X 



§. 23.] 



Gegeben die drei Seiten. 



111 



ffesncht und auf eine Probe verzichtet würde. Für jeden Fall un- 
praktisch ist die Anwendung der Formel 



2 



d) sin a = — f^* (» — fl) (s — ft) (» — c) , etc. 

Cr O 

Die Zweideutigkeit der Bestimmung eines Winkels durch seinen 



Sinus würde übrigens bei ß) und 8) wegfallen, wei^ einerseits die 
Hälf ken der Winkel eines Dreiecks immer weniger als 90 Grad betrat« 
und andererseits auch die beiden ganzen Winkel, welche nicht d 



en 
er 



^rÖBsten Seite gegenüberliegen, stets spitze sein müssen, so dass sich 
nir den dritten, grössten Winkel die Frage durch die Winkelsumme 
entscheidet. 



e) tangi. = /5^=^,ei.. 



4. « = 1,23456. 

b = 2,34567 
c = 3,45678 
• 2j? = 7,03701 
s = 3,518505 
5 — ö = 2,283945 
5 — & = 1,172835 
s— c = 0,061725 
7,037010 

log lis—b) (5— c)] = 0,8596981— 2 
log [s . (ä — a)] =0.9050439 

7,9546542 
logtang^a =8,9773271 
log C(s — «)(«— c)]=0,1491468— 1 
log[s . (ä—«>)] =0,6155925 

8,5335516 
logtangi/J =9,2667758 

log [(5 — a){s — b)'] =0,4279227 

log[5 . (s—c)] =0,3368193-1 

1,0911034 

logtang^y =0,5455517 

Anmerkung: Diese Methode wird ebenfalls durch die folgende i) 
übertroffen, und dürfte nur für den Fall, dass bloss ein Winkel gesucht 
und auf die Probe verzichtet wird, anzuwenden sein. 



log s = 0,5463582 
log (5— ö) = 0,3586857 
log (5 — «>) = 0,0692370 
log (5— c) = 0,7904611—2 

i a = 50 25' 18",80 
1/3= 10.28.18,77 
ly=. 74. 6.22,43 
90. 0. 0,00 



a = 



10« 50' 37",60 
20. 56. 37,54 



y = 148. 12. 44,86 



g) tangi« 



8 — a 

5. . ö = 3,41 
b = 2,60 
c = 1,58 



etc. Q 



-V 



{s — a) {s — h) {s — c) 



8 



2ä = 7,59 



log {s — a) = 9,5854607 
log (5 — «>) = 0,0773679 
log {s — c) = 0,3453737 

0,0082023 
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s = 3,795 
s — a = 0,385 
s — b== 1,195 
s — c = 2,215 



0,0082023 
log 5 =0,5792118 
log (>2 ^ 9,4289905 
logQ =9,7144952 



7,590 

logtang^ a = 10,1290345 
logtangi/S= 9,6371273 
logtang|y= 9,3691215 
i a = 53« 23' 20",85 
^/J = 23. 26.36,21 
ly=13, 10. 2,94 



a 





90. 0. 0,00 


— 1060 46'4r,70; ß- 


= 46« 53' 12",42; y — •26<> 20' 5",88. 


6. rt= 317 


log (s — a) — 2,55991 


«>— 533 


log (s — b) — 2,16732 


c= 510 


log (s — c) — 2,23045 


25 — 1360 


6,95768 


5= 680 


log s — 2,83251 


s — a— 363 


logQ^ —4,12517 


s &— 147 


log Q — 2,06259 


5 c— 170 





1360 
log tang i a = 9,50268 
log tang i /S = 9,89527 
logtangi y = 9,83214 



7. a= 289 

*= 601 

c= 712 

1602 

801 

512 

200 

^ 89 

- 1602 



2,70927 
2,30103 
1,94939 
6,95969 
2,90363 
4,05606 
2,02803 



ia = 17^39' 1",4 
|j3 = 38. 9.27,7 
^ y = 34. 11. 35,6 

4,7 

9,31876 
9,72700 
0,07864 






n - Q 

5/ 



v> f 



* .» 



r 






rv 



11« 46' 


6" 


28. 


4. 


21 


ÖO. 


9. 


33 



90. 0. 



ß 



23<> 32' 12" 
56. 8.42 



y = 100. 19. 6 




§. 23.] 



Gegeben die drei Seiten. 



8. 


a= 17 




b = llB 




c= 120 




250 




125 




108 




12 




5 




250 



2,03342 
1,07918 
0,.69897 
3,81157 
2,09691 
1,71466 
0,85733 



9. a = 
b =. 
c = 



3359,4 
4216,3 
4098,7 



11674,4 



5837,2 
2477,8 
1620,9 
1738,5 



11674,4 



10. 



a 
b 
c 



15,47 
17,39 
22,88 



55,74 
27,87 
12,40 
10,48 
4,99 



55,74 

11. a = 3,9009 
b = 2,'}147 
c = 3,0012 



9,6168 



4,8084 
0,9075 
2,0937 
1,8072 



9,6168 

Bbist, Aufgaben. I. 



8,82391 
9,77815 
0,15836 



3» 48' 51' 
30. 57. 49 
55.13.20 



90. 0. 



3,39407 
3,20976 
3,24017 
9,84400 
3,76620 
6,07780 
3,03890 



1,09342 
1,02036 
0,69810 
2,81188 
1,44514 
1,36674 
0,68337 



9,95785 
0,32092 
0,25701 
0,53578 
0,68200 
9,85378 
9,92689 



a 

ß 

y 



1^ 37' 42 

61. 55. 38 

110. 26. 40 



9,64483 
9,82914 
9,79873 



23.49. 
34. 0.33 
32. 10. 27 



90. 0. 



a 

ß 



47. 38. 
68. 1. 6 
64. 20. 54 



9,58995 
9,66301 
9,98527 



21. 15. 22,2 
24. 42. 54,5 
44. 1.43,4 



90. 0. 0,1 



a 

ß 

y 



42. 30. 44 
49.'25. 49 
88. 3.27 



9,96904 
9,60597 
9,66988 



42. 57. 33,6 
21. 58. 47,0 
25. 3.40,0 



90. 0. 0,6 



ß 

y 



85. 55. 7 
43. 57. 33 
50. 7. 20 



113 



8 



114 



Gegeben die drei Seiten. 



r§. 23. 





12. a= 354,4 
b — 277,9 
c— 401,3 

1033,6 
516,8 
162,4 
238,9 
115,5 

1033,6 

13. a— 5,134 
b— 7,268 


2,21059 
2,37822 
2,06258 
6,65139 
2,71332 
3,93807 
1,96904 

0,75766 
0,55503 
0,18879 
1,50148 
1,03573 
0,46575 
0,23288 

8,90309 
8,89209 
8,32222 
6,11740 
9,25285 
6,86455 
8,43228 

1,52145 

: 1,34463 

► 1,04139 

' 3,90747 

1,82175 

2,08572 

1,04286 


9,75845 
9,59082 
9,90646 


. 




29ö49'45",0 
21. 17. 40,2 
38. 52. 35,6 


a = 59« 39' 30" 
ß — 42. 35. 20 
y — 77. 45. 10 




90. 0. 0,8 

9,47522 
9,67785 
0,04409 




1 


21,715 


16. 37. 49,6 
25. 28. 0,0 
47. 54. 10,7 


a — 33. 15. 39 


10,8575 
5,7235 
3,5895 
1,5445 


ß — 50. 56. 

y — 95. 48. 21 




90. 0. 0,3 

9,52919 
9,54019 
0,11006 






21,7150 

14. a — 0,099 
b — 0,101 
c = 0,158 






0,358 


18.41. 9,6 
19. 7. 50,5 
52. 11. 0,0 


a — 37. 22. 19 




0,179 
0,080 
0,078 
0,021 


ß = 38. 15. 41 
y — 104. 22. 


- 


90. 0. 0,1 

9,52141 
9,69823 
0,00147 






0,358 

15. a— 33,112 

b— 44,224 

c — 55,336 

132,672 

66,336 

33,224 

22,112 

11,000 

132,672 


•* 




18. 22. 37,1 
26. 31. 34,0 
45. 5. 48,4 


a= 36. 45. 14 
/?— 53. 3. 8 
y = 90. 11.38 


■ 


89. 59. 59,5 


1 



§. ».] 



ca 



^tL'SKl. 



1:5 





m 


4 


c 


m. 


i 


y 


16. 


51 


€5 


i?- 


» «' 4f ' 


.i««3Ä 12' 


14* l> *' 


17. 


78 


löl 


i» 


Sä.:. 54 


IML 21 J4i 


11.Sl16 


18. 


111 


145 


t* 


?7.at3i 


141. 7.«» 


9. 31. ♦> 


19. 


21 


» 


?t 


6. C 11.6 


56. 6. »EL. 


51,47.11.4 


20. 


19 


31 


** 


I<f.SL36 


3».^ • 


133.1<)!tM 


21. 


43 


30 


57 


46.49.34 


5T.59.44 


75.1^42 


22. 


37 


36 


79 


*<.♦.» 


43LS5LSi 


11X34.12 


23. 


73 


d3 


*l 


49. 31u5$ 


5S.4iL5$ 


71. SSL 4 


24. 


39 


74 


1-« 


1>. 59. 34 


2U12.« 


147. 47. 44 


25. 


63 


132 


:« 


6. 0.» 


IL 53. 16 


162. 6.12 


26. 


j61 


106 


151 


IS 44. 


33.55.30 


121. 2tX. 30 


27- 


74 


130 


1« 


17.53.46 


».40.96 


129.25.48 


28. 


14,493 


•PlPjafcW^B^ 


«6,91X9 


8.20. 


33.40 


138w 


29. 


559,138 


591,838 


i»H 


». 0. 


40.40 


101. 20 


30. 


16693,43 


7392( 


9999^ 


42. 1. 


47.40 


9X19 


31 


-^mi 


<41i 


.»5^ 


51.55w 


62.40 


65.25 


32. 


. 79^1117 


89.364 


89,98 


52.40. 


63.20 


64. 


33. 


140 


183,865 


49,467 


23.43.10 


148. 6.34 


8. 10. 16 


34. 


;i95 

• 


257 


67,993 


20.55.tt 


151. 55.40 


7. 0. 8 


35. 


.216 


,285,44 


74,638 


18. 41. 52 


154.56.32 


6. 21, 36 



^ ^ 



b. Amrcndmigdi. 

36. Drei Kreise berfihreii sich Yon Aussen; ihre Radien 
sind bezüglich B^ r, q. Man berechne die Winkel, welche die 
Centrallinien an den Mittelpunkten bilden. q 3» 0,82888, 
r = 0,86616, R = 0,89880. 

37. Von zwei Punkten i?, (? am Saome eines Waldes, 
deren Entfemting yon einander gleich a^ ist, sollen O&nge durch 
den Wald gehauen werden, welche sich in einem Punkte treffen, 
so dass der eine yon ihnen 2^, der andere c^ lang wird. Unter 
welchen Winkeln gegen BC amd die Gänge zu legen? a«^ 55,448, 
^ = 45,2, c = 51,l. 

38. Unter welchem Gesichtswinkel erscheint ein Gegen- 
stand yon 7^^ Länge einem Beobachter, dessen Auge yon dem 
einen Ende desselben um 6^^^ yon dem anderen um 8^^ ent- 
fernt ist? 

39. Die Seiten a^ b^ c eines Dreiecks seien gegeben; die 
Seite BC ^=^ a sei in drei gleiche Theile getheilt, und yon dem 
ß zunächst liegenden Theilpunkte sei eine Gerade nach der 

8« 



1 
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Spitze A gezogen. Wie lang ist diese Linie? a«>»30, b=^ 16^ 
c = 24. 

40. Aus den beiden Diagonalen und einer Seite eines Parallelo- 
gramms die andere Seite und die Winkel desselben zu berechnen. 

41. Ein gleicbscbenkeliges Trapez aus zwei aneinander 
liegenden Seiten und einer Diagonale zu berechnen. 

42. Die Winkel und die Diagonalen eines Trapezes aus 
seinen vier Seiten zu berechnen. 

43. Ebenso die fehlenden Stücke aus den parallelen Seiten 
und den beiden Diagonalen. 

44. Ein Tangenten -Viereck aus drei Seiten und einer Dia- 
gonale zu berechnen. 

45. Ein Viereck aus den vier Seiten a, b^ Cy d und einer 
Diagonale e (welche die Endpunkte der aneinander liegenden 
Seiten fl, h verbindet) zu berechnen. ö= 6,403 14, ^=7,81033, 
c= 9,2196, tf= 8,06225, ^=10. 

46. Von den Endpunkten einer Strecke BC^ deren Länge 
gleich ä^ gegeben ist, gehen gleichzeitig Boten nach einem seit- 
lich gelegenen Orte A ab, der eine mit einer Geschwindigkeit 
von p^y der andere mit einer solchen von q^ in der Secunde. 
Beide gelangen nach i Stunden gleichzeitig in A an. Unter 
welchen Winkeln waren ihre Wege gegen BC geneigt? 

§.24. Berechnung des Flächeninhalts. 

a. Zahlenbeispiele. 

a) Den Flächeninhalt eines Dreiecks aus zwei Seiten und 
dem eingeschlossenen Winkel zu berechnen. 

1. 0=4600,420 la. ft = 21,66 



h = 5271,806 c = 36,94 

y = 36« 24' 1 1",2 a = 66<* 4' 19' 



log a = 3,6627975 log b = 1,33566 

log b = 3,7219594 log c = 1,56750 

log sin y= 9,7733934 log sin a = 9,96097 



7,1581503 2,86413 

0,3010300 0,30103 

log F = 6,8571203 log F = 2,56310 

/^= 7196483 /^=r 365,68 



i 



Berechnung des Fl&cheninhalta. 



ilifi 


2a. 0=15 


164,5 


c — 20 


16» 30' 20" 


ß — 25« 40',3 


,65075 


logt("») — 2."609 


,33536 


log Bin ^ —9,63670 


,96177 


1,81279 


,93788 


F— :66; (64,982). 



' Y 


'■ i 




c 


' 


F 


6«43'a9",6 
6. IS. 18,5 
*. 46. 18,7 


«060 
8063 
10440 


6. 

' 7. 

e. 


610 
591 
120 


173 
200 
101 


182« 30' 28" 
1*13.44. 24 
11. 25. 16,3 


13260 
16648 
1200 



Flächeninhalt eines Dreiecks aus den drei Seiten 



— 346,6 


log(. 


— a) = 2,7261565 


— 798,4 


log(s 


- 6) — 1,9052660 


= 612,7 


l»8(s 


— c) — 2,4260449 


— 1757,6 




log s = 2,9438900 


— 878,8 




10,0003474 


= 532,3 




log F = 5,0001737 


- 80,4 




F — 100040 


— 266,1 







46,78 


1,61930 


35,90 


1,64286 


77,00 


0,45332 


159,68 


1,90222 


79,84 


5,61770 


33,06 


2,76885 


43,94 


f— 673,91 


59,84 




2,68 
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11. 



a= 150 

^=25 

c= 145 

25=320 



s 
s 
s 



s 

— a 

— c 



160 
10 

135 
15 



i?'=^160. 10. 135.15 

= /lövPrrpTs^ 

= 10. 4. 15. 3 

= 1800. 



12. 



a=4: 
b = b 
c = 7 

16 

8 
4 
3 
1 



1,98227 
0,99114 
9,798 = F. 





a 


6 


c 


1 
F 




a 


b 


c 


F 


13. 


408 


41 


401 


8160 


18. 


312 


109 


229 


9360 


14. 


40 


13 


37 


240 


19. 


240 


53 


197 


3360 


15. 


44 


15 


37 


264 


20. 


200 


85 


205 


8400 


16. 


102 


61 


109 


3060 


21. 


450 


85 


445 


18900 


17. 


232 


61 


229 


6960 


22. 


624 


205 


445 


26208 



y) Den Flächeninhalt eines Dreiecks aus einer Seite und 
zwei Winkeln desselben zu berechnen. 



23. 



« = 669 

a = 49« 17' 10 



log« 
log («2) 



2,8254261 
5,6508522 



ß — 95. 36. 20 

144. 53. 30 

y — 35.- 6. 30 


log (i a^) 
log sin ß 
log sin y 


— 5,3498222 

— 9,9979182 

— 9,7597617 




log sin a 


5,1075021 
= 9,8796556 



logF 
F 



5,2278465 
168984,3 . . 
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24. 

a = 317 . log (^Ä^) == 4,70109 

a = 35» 18' 0",9 log sin ß = 9,98749 

ß = 76. 18. 52, log sin y = 9,96834 

111. 36. 52,9 4,65692 

y = 68. 23. 7,1 log sin a = 9,76182 

log a = 2,50106 log F = 4,89510 

5,00212 /'= 78542 

25. b=-U% a=7Oö42'3O",O,/J = 390l8'27",5,/'= 15540. 

26. c=325, /S=602r34",8, y = 25»3'27",4, /'=7200. 

d) Den Flächeninhalt eines Dreiecks aus zwei Seiten und 
einem gegenüberliegenden Winkel zu berechnen. 

27. 

a = 444,44 log a «= 2,6478131 

c = 777,77 log c = 2,8908512 

y = 42» 15' 16",30 5,7569619 

log sin y = 9,8276441 
log sin a = 9,5846060 

a= 220 35'48",32 
/3==115. 8.55,38 

log {ac) = 5,5386643 
log sin g = 9,9567483 

5,4954126 

0,3010300 



log i?'^ 5,1943826 
F = 156452,5 

28. 

a = 215,9 log € == 2,48813 . 

c = 307,7 log a = 2,33425 

a == 25» 9' 31" 0,15388 

log sin a = 9,62852 
log sin y = 9,78240 

yj^=: 37«ir37",5 
^j =117.32.51 ,5 
y^ = 142. 42. 22,5 
ß^= 12. 8. 6,5 




120 Berephnong des Flächeninhaltt. [§. 24. 

log {a c) -=- 4,82238 
log sin /Ji = 9,94774 

4,77012 
log Fl = 4,46909 
F^ = 29450 



log {ac) = 4,82238 
log sin ß2 = 9,32267 

4,14505 
log F^ = 3,84402 
F^ = 6982,7 

29. ö — 318, b = lSly a = 64«58'38",6, /•= 28620. 

30. 2> — 73, c — 577, /J — 4« 46' 18",8, F^ = 15120, 
/»j = 12480,3. 

31. = 760, c = 761, a=87« 3' 44",6, /'= 14820. 
Berechnung des Flächeninhalts zu den Aufgaben in §. 20—23. 

b. Anwendungen. 

32. Den Flächeninhalt eines Vierecks za berechnen , welches 
durch eine Diagonale in zwei Dreiecke mit der gemeinschaftlichen 
Seite ß s=» 25 und bezüglich den nicht gemeinschaftlichen Seiten 
a as 56 , ^ = 39 und c = 63 , rf = 52 zerlegt wird. 

33. Den Flächeninhalt eines Fünfecks ABC DE zu be- 
rechnen, yon welchem die Seiten AB =a a^ BC ^== h^ CD ^=^ Cy 
DE «= d, EA =>^e und die Diagomlen AC = f, AB => g ge- 
geben sind, a = 21, b,— 13, c— 11, d »» 14, ^ = 15, 
/"-20, ^-13. 

34. Ein Sechseck ABCDEF sei durch gerade Linien, 
welche von einem Punkte M im Innern desselben nach den Eck- 
punkten gehen, in sechs Dreiecke getheilt, und es sei MA^=^ 25, 
jlf^ — 39, MC^^b, MB r^ 39, ME =25, MF =52, 
AB = U, BC=^2, (72>— 42, BE=16, EF=33, FA = 63 
gemessen. Man berechne den Inhalt des Sechsecks. 

35. Den Flächeninhalt eines Parallelogramms aus zwei 
aneinanderliegenden Seiten und dem eingeschlossenen Winkel zu 
berechnen. 

36. Den Flächeninhalt eines gleichschenkeligen Trapezes 
aus den beiden parallelen Seiten und einem spitzen Winkel zu 
berechnen. 



8. 24.] 
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37. Den Fl&cheninhalt eines Trapezes aus den beiden par- 
allelen Seiten, einer nicht parallelen Seite und dem von letzterer 
mit der grösseren parallelen gebildeten Winkel zu berechnen. 

38. Den Flächeninhalt eines Vierecks aus den vier Seiten 
a, bf c, d \md einem Winkel d/a^^^a zu berechnen. ^=»26,5, 
6 = 17, c =- 113, d = 98,5, a = 139» Ö6' 16",8. 

39. Man leite ftir den Flächeninhalt eines Vierecks aus 
drei auf einander folgenden Seiten abc und den eingeschlossenen 
Winkeln ajb^^^ ßy bjc = y die Formel 

F = ^ &^ sin y + i a& sin /J — i ÄC sin (/J + y) 
ab und drücke dieselbe geometrisch durch drei Dreiecke aus. 

40. Von einem Viereck seien zwei Gegenseiten 6, d und 
die vier Winkel (x,^ ß, y, Ö gegeben. Man beweise für den 
Flächeninhalt desselben die Formel: 

„ , ^, sin IV . sin ^ , s ^n sin /? . sin y 
^ sm («+*) ' ^ sm (ß+y) 

41. Zu beweisen: Die Fläche eines jeden Vierecks ist 
gleich dem halben Froduct seiner Diagonalen und des Sinus des 
von ihnen eingeschlossenen Winkels. 

42. Den Flächeninhalt eines Sehnen -Vierecks aus den 4 Seiten 
desselben zu berechnen. 

Drücke eine Diagonale doppelt durch die Seiten und einen Winkel 
ans, berechne daraus die enorderlichen Functionen dieses Winkels. 
Sind a, 6, e, d die gegebenen Seiten, a -{- b -^ c -{- d^^ 2«, so ist 

/' = ^(* — fl)(« — 6)(* — c)(« — rf). 

43. Den Flächeninhalt eines Vierecks zu berechnen, in 
welchem zwei einander gegenüberliegende Winkel gleich sind, 
wenn die 4 Seiten gegeben sind. Vergl. 42. 

44. Mit Hilfe der Trigonometrie das Verhältniss der Flächen- 
inhalte zweier Dreiecke zu bestimmen , welche einen Winkel gleich 
haben. 

45. Unter allen Dreiecken, welche zwei gegebene Seiten 
haben , auf trigonometrischem Wege das grösste zu bestimmen. 

46. Welche Formel erhält man, wenn man den Flächen- 
inhalt eines Dreiecks auf dreifache Weise durch zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel, sodann den letzteren in einer dieser 
drei Formeln durch die beiden anderen Winkel ausdrückt und 
für die Sinus dieser letzteren aus den beiden anderen Formeln 
substituirt? 



1^2 Formeln für das flchiefwinkelige Dreieck. [§. 25. 

47. Welche Formel erhält man, wenn man den Flächen- 
inhalt eines Dreiecks auf dreifache Weise durch zwei Seiten und 
den eingeschlossenen Winkel ausdrückt, zwei dieser Gleichungen 
mit einander multiplicirt und das Resultat durch die dritte 
dividirt? 

48. Zwischen den Seiten AB und AC eines Dreiecks, von 
welchem BC===a, -^B^^ß, ^C = y gegeben sind, soll eine 
Linie Ä F von gegebener Länge d so gezogen werden, dass das 
abgeschnittene Viereck BCXY einen gegebenen Inhalt F habe. 
Man berechne AX ym^ AY. fl = 9,35, /J = 65«, y = 59», 
d=^7,27, /'= 19,1535. 

49. Das Verhältniss des Flächeninhaltes eines Dreiecks zu 
dem Flächeninhalt des demselben umbeschriebenen Kreises durch 
goniometrische Functionen der Dreieckswinkel und die Zahl Jt 
zu bestimmen. 

§v 25. Formeln und Lehrsätze für das schief- 
winkelige Dreieck zum Beweisen. 

1. c — & cos a == j/a^ — b^ sin a* . 

2. a^ — b^ = c , {a . cos ß — b . cos a). 

ö, cos^a p;— 4a6 8iniy« + (fl-6)« 

A \ r o\i (fl+ft)' sin 1 y* 

4. cos 4 (a — 5)2 = - — . • 1 > 1 7 ,x> • 

5. c^ = \a+b+2yäbQos ^.y] . [äf + ^» — 2 }/abcoH ^ y] 

= [a^b+2yäb Bin ^ y'] . la-'b—2j/äbBmiy]. 

ß f o\ f \ a\ 2 fl ft sin y* 

6. cos (a — p) — cos (a+p) = -rrTi — o l^^. • 

\ r/ \ I r/ a»-j-ö* — 2<Z0C0By 

7. cos (a — /') = 2 oft siny^:(fl^-f"*^ — 2ärftcosy) — cosy. 

j, sin "i a . sin 4 P * ~ ^ . sin i a . cos ^ (5 « — ft 

sin 4^ y c ' cos ^ y c 






Q sin ^ et . sin ^ P __ J^ n/W 
cos^y er 

sin ^ tt . cos ^ p Pa 

sin ^ y c 

10. smia.smi/?.sm4-y=^ ^^^^-^-^^ ^; 

sm^a . cos^p . cos^y«= — ^^ . 



^ 
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11. cotg a + cotg ß = c^ : ab sin y; 

cotg cc — cotg ß = {b^—ä^) : ab sin y. 

io ^* - ^ sin«, sin fl 

12. — sin y = c . 5 =- . 

c ' sm y 

13. I8t.ö2 = ^,2 + ^2^ ^c, 80 ist « = 120». 

14. a^={b + cf sin j «^ + (^ — ^^ cos ^ a\ 
1^- ^+ftj]c = cotg 1 « • cotg I /J; 

S^ = cotgi/».cotgiy;^+^^-P 



a 



^b^c ^ i (^°^ i ^ "■ *^fi^ i i*) • ^^8 i y 
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a+6 — c' fl+Ä— c' a-~6+c' a— 6 + c * 

17. ab cos y + öc cos ß + ^>c cos a = ^ (a^ + ^>2 ^ ^2) 
flfi> cos y — ac cos ^ — ftc cos a = i (3(;2_ß2_^2y 

18. H^+ b + c) =asm^a cos }^{ß'^y)+bam^ß cos ^(a-^y) 
+ c sin ^ y cos i (« — /J) ; 

i(«+*—0=«cosiasini(/J—y) + ^cos|/Jsin4 (a~y) 
+ 1? sin 4^ y cos ^ (a — ß). 

19 t^^g" __ o^—a^ cosy 2 tangtt c»+a«— 6« 

tangjJ 6« — ö6cosy' tang (J c«— ö«+ä« * 

21. 2 öftc cos a cos/J cos y = abc — ac^ cos a — d^b cos ^ 
— b'^c cos y + ö^^ cos ß cos y + (^c cos a cos ^ 
-|- ^c^ cos a cos y. 

22. tang a + tang /J = [ö« gi^ ^ ^ ^^ may — ab sin a] : 
[(<? — « cos /5) (ä — & cos y) ] . 

23. cotg a + cotg /8 = 

\bc sin a + flfc sin /J — «ö sin y] : «^ sin a sin ß. 

24. 2^ sin ^ a sin ^ /5 = (ö + ^ — (?) sin \ y; 
2(7 sin 4^ a cos ^ /J = (ö — 6 + c) cos 4^ y. 

sin ^ « Vsin i y ' cos J y/ ' 



^— c ___ / sin ^ g cos 4 g \ 

in ^ a • \sin 4^ y cos ^ y/ 



sin^ 

26. 4 öftc sin i (a + /}) sinJ^ (« — /J) = 
(ö - «^) (ö + ^^ + ^) (a + & — c). 
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27. c* : sin y = («' — b^ : sin (a — ß), 

28. 2 a^ = («2 4- i>2) cos y + c* cos (a — /J). 

29. Ist a = 2/J, 80 ist a* = » (ft + c). 

30 *' — co^ T « + <^Q^ 1 P + cQ*g 4 y 
a6 c sec ^ a . sec 4^ (} . sec I y 

31. tang(ia + y) — l^.tangi«. 

32. a* «= ii&^ + ac^ — c^ . sin 2a . sin 2/J : sin y'. 

33. & c : a* = (cos a + cos /J . cos y) : sin a^. 

34. a — c«=c.sin4^(a — /)) : cos^^y-f-a.sin^ (/} — y):cos^a. 

35. « — 2^ + c = c . sin J^ (a — ß) : cos \ y — 
a . sin ^ (ß — y) : cos ^ a, 

36. tang ^ a . tang ^ ß •}- tang ^ ß . tang 4^ y = 



37. 



fl* . sin g . sin y &' . sin « . sin y c* . sin a . sin ß 
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sin a sin ^ sin y 

38. sin a «= 2/*: ftc; sia ß = 2F:ac'j siny = 2^:a&. 

-y . (^^ — -^j = sin i y . sin i (a — /J). 

40. sin (a — /J) — 2F . («^ — ft') : aftc^ 

41. 4/* «= (ö cos y + c cos /5) (ö sin y + ^ siß /S)- 

42. 4:F=b^ .sm2y + c^ . sin 2 /8. 

43. e/*— ft . sin y . (ö + ^ . cos jJ) + c . sin /J. (a+* . cosy). 

44. sin ^ a . sin J^ j5 . cos i y = —^ • /*; 
cos ^ a , cos J /J . cos i y = -j— • F. 

45. i^ = tV «^*'^* • (sin «2 sin 2 /J + sin ß'^ sin 2 a). 

. ., V2 sin p sin y co% ^ « 

♦^'^""^^ • sini(p~y)« • 

47. /' = 4^(a + * + c)2tangiatang^/8tangiy 
*= i (* + ^— «)^ tang i « cotg^ /J cotg^ y. 
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48. /• = £±A±^ . *±|ZL? . t«,g i a 

fl + 6 — e a — 6 + c , « 
= —^"2 2"^ ' cotg i a. 

49. Ist in einem Dreieck {jfi + *' "~ O • (^+* — c) «= c^ 
und , sin a . sin /3 == } , so ist dasselbe gleichseitig. ^ 

50. Es soll nntersncbt werden, ob es Dreiecke giebt, din;^ 
Winkel a, ß^y der goniometrischen Belaüon 

sin (a — ßy + sin (/J — y)* + ß*'^ (y — ''f)' = 
cos (a — /J)2 + cos (/S — yy + cos (y — a)' 

genügen, und im Bejahungsfall soll ein bestimmtes Beispiel mit 
Probe aufgestellt werden. 

51. Stehen die drei Seiten eines Dreiecks in harmonischer 
Progression , so ist ^ sin /3 ss sin a . sin y : (sin a -{' ^^ ?)• 

52. Construirt man über der kleinsten Seite c eines Dreiecks 
ein demselben ähnliches zweites Dreieck , so dass c in diesem 
letzteren die grösste Seite wird; construirt man dann in ent- 
sprechender Weise über der kleinsten Seite des zweiten Dreiecks 
ein demselben ähnliches drittes, u. s. f., so ist die Summe der 
unendlich vielen Dreiecke , welche so entstanden gedacht werden 
können, gleich ä^ . sin a . sin y : sin {a — y). 

53. Verhalten sich die Tangenten der Winkel eines Dreiecks 
zu einander, wie 1:2:3, so verhalten sich die Seiten desselben 

wie ^"5:2^/2: 3. 



§. 25b. Fundamentalaufgaben ohne Logarithmen. 
Man vergleiche die Bemerkung am Anfang des Anhang 4. 



/J«= 60.0.0. 
ß = 120.0.0. 
ß = 40«. 



Gegeben: 

1. b = 7,07107;. a — 30^0' O"; y = lOö^O'O". 

2. c = 9,562; a — 45. 0.0; 

3. c — 2,815; y = 42. 0.0; 

4. 2> = 2,57118; « — 30»; 

Gesucht : 
a = 5,00000; c = 9,65930. 
a = 7,000; b = 8,573. 
a = 1,300; b = 3,643. 
« = 2,00000; c.= 3,75876. 
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Gegeben : Gesucht : 

5.^=8; c=16] « = 60«. ö=13. 

6.0=24; &=35; y=60". c=31. 

7. a«:/3— 1; &=/2"; y=1350. c=' 2. 

8.Z? = 3; c=2]/Si, «=30«. /5 = 60«, y=90», är= j/s. 
9.&=707;11; c = 891,01; /J=450; y=1170; «=309,02. 

a=18<>0'0". 

10.0 = 12; «^ = 9f^; «=45^ /5=36<^;y = 99ö;c=16,762. 
11. «=1,00000; r=2,ö3211; a=20"; ^ = 40^^ = 1,87938. 

y=120<>0'0". 
12. «=1,500; c=4,325; «=18». /J=990; y = 63», &=4,794, 

/S=450;y = 117ö; Z^ = 3,432. 

13.a=13; ^=8; c = 15. «=60«. 

14. «=37; ^=40; c=33. « = 60®. 

15. « = 2; Z? = l + j/3; c=/6. «=45«; /S = 7öö; y= 60«. 

16. «=2/3; & = 3— ^3; «=45«; /S = 15'^; y = 120^ 

c=3/2. 
17.a=20; « = 72»; /3 = 48«; ^=60«. 

= 10 + 2^75 --30^5; 
(?=2^150 — 30K5. 

18.i> = 8; c=5; «=60«. 7^—10^3 = 17,32051. 

19. « = 7; c = 3; «=60«. F= 6/3 = 10,39230. 

20. In einem Dreieck sei ein Winkel gleich 20«, ein anderer 
gleich 40«. Wie verhalten sich die diesen Winkeln gegenüber- 
liegenden Seiten zu einander?' 

21. Die Winkel eines Dreiecks verhalten sich zu einander, wie 
5 : 10: 21; die dem ersten Winkel gegenüberliegende Seite ist 
gleich 3. Man berechne die beiden anderen Seiten. 

22. Die Entfernungen eines unzugänglichen Ortes C von 
den beiden Standpunkten ^, ^ zu berechnen, wenn die Basis 
^^ = 0,1 Meile nebst den Winkeln A = 60« 20', 5 = 89« 30' 
gemessen ist. 

23. Zwischen den Masszahlen der Seiten eines Dreiecks be- 
stehen die Gleichungen: 
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c2 4- 4a2 = 60; c^ — 4«« ^ Sb — *«; b^ — 2a^ = 2b. 

Man berechne die Winkel dieses Dreiecks. 

Alle vorkommenden Wurzeln sind positiv zu nehmen. 

24. Zwischen den Masszahlen der Stücke eines Dreiecks be- 
steben die Oleichungen: 

a cos ß = b sin a] a — y = 1 (y — jS); (? = 1 + ^ sin 18®. 

Man berechne die Winkel und die Seiten dieses Dreiecks. 

§. 26. Berechnung anderweiter Stücke des Dreiecks. 

1 . Von einem Dreieck sei der Radius r des umbeschriebenen 
Kreises nebst den Winkeln a, /}, y bekannt; man berechne aus 
denselben 

a) die Seiten a, b, c des Dreiecks^ 

b) die drei Höhen Ä«, Ä^, h^ und den Flächeninhalt F des- 
selben, 

c) die oberen (d. h. die den Eckpunkten anliegenden) Ab- 
schnitte der Höhen Ä/, V» K^ 

d) die unteren Abschnitte der Höhen Ä/', ä/', ä/', 

e) die durch die Höhen bestimmten Abschnitte der Seiten, 
BA = q,, CÄ=Paj Cff=q,, AB'^p,, AC^q,, BC=p,, 

f) die Winkel «i, /J^, y^ des durch die Fusspunkte der Höhen 
bestimmten Dreiecks (ohne trigonometrische Functionen und ohne 
r auszudrücken), 

g) die Seiten B'C *= a^^ AC = b^y Ä B' ^= c^ dieses 
Dreiecks, 

h) den Flächeninhalt F^ dieses Dreiecks, 

i) den Radius r^ des diesem Dreieck umbeschriebenen Kreises. 

Beispiel: r=22,l, a = 95® 27' 9",4, /J = 61» 55' 39",1, 
y = 22» 37' 11",5. 

Folgerungen aus den allgemeinen Resultaten der vor- 
stehenden Aufgabe: 

1) a\b = q^:p^'^ ^ - c = p„ : q^j u. s. w. 

2) K • V == V . V = K . K"' 

3) a . q„r==:ht, . ht] * • ^6 = Ä^ . ä/, u. s. w. 
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5) a^r^b^ + c^ + 2Ä. . ä;, u. 8. w. 

6) Ä. . ä; + Ä, . V + Ä. . V - 1 («' + *' + c^y 

7) ö« + ä;2 — fr« + V* = c« + ä;^ — 4r\ 

8) afr — 2rÄ,; ac = 2rÄj; 6c == 2rÄ.. 

9) /*=!: 

10) (A; . V . A.')» = A." . A," . A." . (2r)». 

11) a; . a; + a; . a; + a; . a/ - 2r (a." + a»" + a/-). 

12) (« + * + c). (1 + 1+1)- 

(A. + A. + A.)(T.+ i; + i:)- 

13) Ä, . Ä." sBBs frj , Cj ; Äj . Ä^" CB= öj . r j ; Ä, . Ä/' = flf j . 6| . 

14) ö . V — 2r öj; 6Ä/ = 2r&j; ch,' = 2rc^. 
16) a,friCi ^PaPiPc = (?.ä'*^.. 

16) K b,c,y = Ä.Ä,Ä. . VW'. 

17) h,h,h, = 2/* . Ä, ; (2«i = flf, + frj + Ti). 

Ist A '^^C^ stumpfwinkelig, so ist in s^ das Glied negativ 
zu nehmen, welches die Fusspunkte der aus den spitzen Winkeln 
gefüllten Höhen verbindet. 

18) Ä.Äj + Ä.Ä. + Ä»Ä. — 2s . $^. 

20) /• — rs,. 

21) A.'A; = 2rA;'. 

'*'*>' A ''+ Ä" V - *." ~" *.' ■ 

o ' ■ m 

23) 4r« — (ä;2 + a;« + a;2) -= 2a;a.". 

24) 2r,A;'A;' = A;2;A.". 

Anmerkung 1. Die Formeln 1)— 24) sind als Lehrsätze zu be- 
trachten und zu beweisen. Da dieselben die Functionen der Winkel 
nicht mehr enthalten, so haben sie den Charakter rein planimetrischer 
Lehren, welche hier als Beispiele der Anwendung der Trigono- 
metrie zum Beweisen geometrischer Sätze dienen. Dass man 
daneben auch andere, ohne Benutzung der goniometrischen Functionen 
geftihrte Beweise suchen kann, ist seiDstverständlich und es kann für 
eine ausgeführtere Bearbeitung der vorstehenden 24 Aufgaben die 
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Beifügung dieser rein geometrischen Beweise, z. B. för l)--6) als nütz- 
liche uebung gelten. Ausserdem können auch trigonometrische Sätze 
zwischen den angeführten Grössen aufgestellt werden, wie z. B. die 
folgenden : 

25) a -{■• b = Ar cos ^y cos ^ (a — ß). 

26) a — b = 4r sin ^y sin ^ (« — ß). 

27) s = 4r cos i« cos ^ß cos ^y. 

28) s — a = 4r cos ^a sin ^ß sin ^y. 

29) Pa-ga = 2r sin {ß — y). 

30) a« + &2 = c* + 4i^ cotg y = 2r2 (2 — cos 2a — cos2/3) 

a= 4r2 [1 + cos y cos (« — /3)]. 

31) ä^ — b^ ==. 4tr^ sin y sin (a — /3). 

32) ä^ '\- b^ — c^ = Sr^ sin a sin /3 cos y 

= 8r2 cos y [cos ^ (a — /J)^ — sin ^ y^]. 

33) a& = 2r2 [cos {cc — ß) — cos (a + /3)]. 

34) h^ -{- hl, = Sr Bia ^y cos ^y^ cos ^{a — ß) 

== 4r cos iy^ (cos cc + cos ß). 

35) h^ — h,,=> 8r sin ^y^ cos -J^y sin J[^ (/3 — a) 
• = 4r sin ^y^ (cos a — cos ß). 

36) V — V = 4r2 sin y^ sin (/3 — a). 

37) ä; + V + ä; — 2r = 8r sin ^a sin ^/5 sin | y. 

38) 5| = 2r sin « sin /3 sin y. 

39) .Vj = 45 sin ^a sin ^/S sin ^y. 

40) Ä^Ä^Äe = ^ sin y3. 

Anmerkung 2. Die vorstehende Aufgabe 1. kann selbstverständ- 
lich als Zusammenfassung einer grösseren Gruppe einzelner Aufgaben 
angesehen und bei dem Gebrauch im Unterricht in die letzteren zer- 
theilt werden. Sie gestattet femer noch sehr zahlreiche Abänderungen, 
indem man sie umkehrt, d. h. statt des Radius r und der Winkel 
irgend eine passende Combination von dreien der hier aus jenen be- 
rechneten Stücke als gegeben annimmt oder auch nur eins oder zwei 
der letzteren mit zwei oder einem der ersteren Stücke verbindet. 
Man löse dann die im Vorigen für die abgeleiteten Stücke, welche jetzt 

feg^ben sind, entwickelten Formeln au? die nicht gegebenen jener 
rei r, a, ß oder r, a — (J, y u. s. w. auf und setze dann wieder die 
erhaltenen Werthe in die übrigen der vorher gefundenen Resultat- 
formeln ein. Insbesondere können hiemach auch zu jeder der Funda- 
mental- Aufgaben §. 20—23 die in der vorstehenden Aufgabe angegebenen 
weiteren Stücke aus den dort gegebenen berechnet werden. Aehn- 
liches gilt für die folgenden STummem dieses Paragraphen. Eine 
weitere Ausführung findet sich im nächsten Paragraphen. 
Beidt, AnfgalvBn. I. 9 
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2. Aus dem Badius r des umbeschriebenen Kreises und den 
Winkeln a, ß, y eines Dreiecks berechne man: 

a) den Badius ^ seines inneren Berührungskreises, 

b) die Badien (^«^ q^y Qc der bezüglich den Seiten a^ b^ c 
anbeschriebenen äusseren Berührungskreise; 

c) die von den Berührungspunkten der in a) und b) ge- 
nannten Kreise gebildeten Abschnitte der Seiten; 

d) die Abstände des Mittelpunktes des inneren von den 
Mittelpunkten 0., 0^, 0^ der äusseren Berührungskreise; 

e) die Abstände der letzteren von einander. 

Beispiel: r=51,7857, «=117» 20' 33",4;/3 = 46^23' 49",9, 
Y = 16» 15' 36",7. 

Polgerungen: 

1) Qa+ Qh + 90 — 9 = 4r. 

2) Q 'QaQb'Qc = ^^. 

3) QQa + QhQc = ^C\ QQ^ + Q^Q, = aC', QQe + Qa9b = ab. 

4) QQa+Q9b+QQc + QaQt + QaQc + Qi>9c=^^ + ac+bc. 

5) QaQb + QaQc + Qb9c = s\ 

6) QaQb+9a9c + QbQc'-99a—99b-QQc=^(a^+b^'\'C^y 
7)l = i + i- + l 

8) QaQbQc '=' s . F. 

9) Öö«2+0,a'=00,2 + 0«0e'=0a2 + ö,0,2 = 16r^ 

10) 00,.00,,00,= 16r'^Q', 0,0 . 0,0,. 0,0,^16r^ q^. 

11) 0,0,.0,0,.0,0,= ier^s. 

12) 00,. Of,0,^4.ar. 

13) 00, . 0,0, : 00, . 0,0, = a : b. 

14) 00, : 0,0. ==-q:{s — a) = Q,:s. 

15) a'^^b^ = (Q,-Q,)(Q+Q,). 

16) a^ + b'^ — C^ = Q,Q, — QQc. 

17) Ißr^s^ = (52 + 9,2) (52 ^ ^^2) (^2 ^ p^2). 

18) 00, . 0,0e + 00, . 0,0, = 4r . 0,0^; 
OaOe . 0,0, — 00, . 00, = Ar . 00,. 

Anmerkung. Siehe die Anmerkungen 1 und 2 zur vorigen 
Aufgabe. 
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3. Weitere Folgerungen aus No. 2 in Verbindung mit 1. 

1) QkQc — QQa = KK n- «igl. m. 

2) QaQb + QaQc + QtQc — 9Qa — QQt — Q9c = 






1 

— ; u. 8. w. 



4) ä; + V + ä; = 2 (p + r) ; Ä/ + Ä.' - K = 2(p, - r). 

p« «» «. ^ ü . ß^ »! z. 

2e- 



5) 



h k.k 2p» ' k h.+k h +li.h 

a h e ^ ae'ae'bc 



7) 



8) 



P. P> Pe 

a e 

gg gft g e 

ab« 



8" 



h Ä.+Ä Ä +Kh 

ab* a e ' b c 



r 
2p 



ab' a e ' 6 c 

10) 9a^ + 9b^ + Qc^ + (>^ = 4r2 + V' + V^ + Ä.2. 

11) s : ^1 = r : (>. 

12) 5 : ^1 = 29„p6Pc : KKK = «^ : 2 (ä^ä, + ä.ä, + 7i,Ä.) 

= 2 {QaQb + Qa9c+ 9bQc) ' {Kh + KK + hK)' 

13) 0,0,^ — 00,^ = ^rh:. 

Ausserdem: 14) p + ^^ == 4r sin ^a cos \{ß — y); 

Pa + 9* = 4 r cos -J-y^ u. s. w. 

15) Q^ — p = 4r sin \a}\ 

9a — 9b = 4r cos ^y sin ^ {cc — /S), u. s. w. 

16) (>fl + 9* + (>c = ^ (cos a + cos ^ + cos y + 3). 

17) p^ + (>t + p, = 2r (cos i«^ + cos i/J^ + cos ^y^)^ 

18) F == 4r9 cos ^a cos ^^ cos ^y. 

19) r -j- Q = r (cos a + cos j3 + cos y). 

20) (9a — 9) : {9b + 9c) = tang ^«^ 

(9 + 9a) ' {9b — 9c) = tang \a . cotg i (/J — y). 

21) ()a + 95+9, — 3p = 4r (sinJ^a^ + sini/32 -|- sin^y^). 

22) 9a + 9* + 9o + 39 = 4r (cos a + cos /J + cos y). 

23) 9« + 95 = ö-Öb.cosiy. 

24) Qa — 9 = 00« . sin ^a. 

25) (). + Äa = 4r cos ^ß cos ^^y cos ^ {ß — y). 

9* 
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26) Q^ + Q,=±c . cotg iy. 

27) ^E7^ = tangiy; ^:z7^ = cotg |(a — /J); 

f^^ = tang i (« - /S); f^^ = cotg ^ y. 

28) 9e' . cotg iy2 = p^^^ ^ p^^^ + p^^^, 

29) {s^ + Qa^sma = 2Q,s. 
Anmerkung wie vorher. 

4. Von einem Dreieck sei der Radius r des umbeschriebenen 
Kreises nebst den Winkeln a^ ß^ y gegeben; man berechne: 

a) die von den winkelhalbirenden Transversalen auf den 
Seiten gebildeten Abschnitte B^==i v^^ 9167= t/^, C^ = v^, 
ißA = u^j u. s. w.; 

b) die winkelhalbirenden Transversalen w^^ w^y w^ selbst; 

c) die oberen Abschnitte i^/, w^y w^ dieser Transversalen ; 

d) die unteren Abschnitte w^\ w^'j w'^' derselben; 

e) die Seiten a^^ h^^ c^ und die Winkel a^^ /Sj, y<^ des 
durch die Fusspunkte dieser Transversalen bestimmten Dreiecks ; 

f) den Flächeninhalt F^ dieses Dreiecks; 

g) den Radius r^ des demselben umbeschriebenen Kreises. 

Beispiel: r= 30,0333, a = Ö9<> 57 47",7, /J = Ö8<> 6' 33",2, 
y = 61ö55'39",l. 

Folgerungen: 1) v^.Vy,.v^ = u^ . u^ .u^- 



2) — ^ : -^ == -T u. s. w. 3) -^ — == T" , u. s. w. 

b b ab 



4) t^;/ : «^a" = ^ : «^a; 5) *' ^ = — ; 

O A 

6) a . u>" = «. . w,'. 



6c ac ab 

= (« + & + C)^ 

8) tv^ sin a cos 4^ (/J — y) = Wf, sin /? cos i (« — y) 
= tt^e sin y cos ^ (a — /S). 

9) (flf + ^^)2 i^^2 _ ^^ (^ ^ ^ _|. ^) (^ ^ ^ _ ^), 

Anmerkung wie vorher. Erweiterung der Aufgabe auf die 
Halbirungalinien der Aussenwinkel. 
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5. Aus dem Badius r des umbeschriebenen Kreises und den 
Winkeln a, /), y eines Dreiecks zu berechnen: 

die Mittellinien m^j m^^ m^ desselben, d. h. die von den 
Eckpunkten nach den Halbirungspunkten der gegenüberliegenden 
Seiten gehenden Transversalen^ ferner die oberen Abschnitte und 
die unteren Abschnitte derselben. Man kann noch hinzufügen: 

die durch die Mittellinien entstehenden Theile der Dreiecks- 
winkel ^ femer die Seiten und die Winkel des durch die Fuss- 
punkte der Mittellinien bestimmten Dreiecks nebst dem Flächen- 
inhalt desselben. 

Beispiel: r=290,9615, « = 145012' 48",1,/'=25«59'21",2, 
y = 8047'60",7. 

Folgerungen: 1) ö^ -)- ft2 __ ^m^ -|- \c^. 



3) 4mo2 = ä|2 + ft2 _|. 2ab cos y. 

4) 4»»^*'* — c^ = 4:ab cos y. 

5) (4 »1,2 _ ^2) tang y=^SF. 

6) (a + ^y cos y =^ ^m^ ces ^y'^ 



c^ sin 4^y2 



7) (a — Vf cos y = c^ cos \y'^ — 4w„2 sin \y'^. 

8) 3 QP' — c2)*= 4 (»1,2 — m,^), 

9) 3 («2 + Z>2 ^ ^2) = 4 (;^^2 _|. ^^2 _|. ^^2). 

10) «2 ^ ^2 „ 4 (^^2 ^ ^2 _ ^^2)^ 

11) Ist F der Inhalt eines Dreiecks ; F^ der Inhalt eines 
zweiten Dreiecks ^ dessen Seiten bezüglich gleich den Mittellinien 
des ersteren sind, so ist F^ = \F. 

6. Aus den drei Seiten «, h, c eines Dreiecks die Ab- 
stände der Mittelpunkte der vier Berübrungskreise desselben von 
dem Mittelpunkt M des umbeschriebenen Kreises zu berechnen. 
a = 1,8, b = 1,4, c = 0,75. — Es ist MO^ + M 0^^ + M ö,2 
-f- M0,^= 12 r\ 

7. Aus den Seiten a, &, c eines Dreiecks die Länge der- 
jenigen Transversale desselben zu berechnen, welche von einem 
Eckpunkt C ausgeht und die gegenüberliegende Seite c im Ver- 
hältniss AB : DB = 1 : n theilt; ebenso die von dieser Trans- 
versale mit den anliegenden Seiten gebildeten Winkel. ^ = 25, 
b = 26, c == 17, « == 0,7. 
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8. Verbindet man die Mittelpunkte der drei äusseren Be- 
rührungskreise eines Dreiecks mit einander und beschreibt um 
das entstandene Dreieck einen Kreis, so ist der Badius desselben 
doppelt so gross^ als der Eadius des dem ursprünglichen Dreieck 
umbeschriebenen Kreises. Kann man ähnliche Sätze aufstellen 
über die Badien derjenigen Kreise^ welche durch den Mittelpunkt 
des dem ursprünglichen Dreieck einbeschriebenen und durch je 
zwei Mittelpunkte der äusseren Berührungskreise gehen? 

9. Zieht man die drei Mittellinien eines Dreiecks und be- 
zeichnet mit i?| ; R^, u. s. w. die Badien der um die entstandenen 
sechs Dreiecke beschriebenen, und mit r^^ r^y , . . die Badien der 
denselben einbeschriebenen Kreise, so ist 

'1 ^l "5 ^2 '4 ^6 

10. Die Halbirungspunkte der zu den Seiten eines Dreiecks 
als Sehnen des umbeschriebenen Kreises gehörigen (kleineren) 
Bogen bestimmen ein zweites Dreieck; man berechne die Seiten 
und den Flächeninhalt des letzteren aus den bekannten Stücken 
des ersteren. 

11. Zieht man die durch die Eckpunkte eines gegebenen 
Dreiecks gehenden Durchmesser des demselljen umbeschriebenen 
Kreises, so bestimmen die anderen Endpunkte dieser Durchmesser 
ein zweites Dreieck. Man berechne die Winkel, die Seiten und 
den Flächeninhalt des letzteren. 

12. Construirt man ein Dreieck, dessen Seiten die un- 
gleichen Abschnitte der Seiten eines gegebenen Dreiecks sind, 
welche auf denselben durch die Berührungspimkte des ein- 
beschriebenen Kreises gebildet werden, so ist der Badius des dem 
gegebenen Dreieck einbeschriebenen Kreises das geometrische 
Mittel aus dem Durchmesser des dem construirten umbeschriebenen 
und dem Badius des demselben einbeschriebenen Kreises. 

13. Zu einem Dreieck mit den Seiten flf, &, c und den 
Gegenwinkeln a, j3, y derselben sei ein zweites Dreieck construirt, 
dessen Seiten bezüglich gleich « cos a , b cos ßy c cos y sind. 
Man berechne die Winkel des letzteren Dreiecks aus den Winkeln 
des ersteren. 

14. Ueber jeder Seite eines Dreiecks sei ein anderes Dreieck 
beschrieben, so dass der Gegenwinkel jener Seite gleich 90^ minus 
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dem Gegenwinkel derselben im ursprünglichen Dreieck ist. Die 
Mittelpunkte der um die drei constmirten Dreiecke beschriebenen 
Kreise bestimmen ein viertes Dreieck, dessen Seiten und Winkel 
aas Stücken des ursprünglichen berechnet werden sollen. 

15. Halbirt man in einem Dreieck ABC den Winkel an 
einem Eckpunkt A durch die Transversale AD und den Aussen- 
winkel an demselben durch die Transversale AEy so kann man 
die Verhältnisse der Dreiecke AB D i ADC . ABC \ ACE durch 
Functionen von Winkeln des Dreiecks ABC ausdrücken. Man 
soll diese Berechnung ausführen. 

16. Wenn drei sich in A^ By C schneidende gerade Linien 
ABj BC^ CA von einer vierten geraden Linie bezüglich in C, 
-/, ff geschnitten werden, so ist das Product der Flächenräume 
der drei Dreiecke A'BC, B'CA% (fAB' stets gleich 

8 sin ^ . sin ^ . sin C 

17. Zieht man durch einen Punkt im Innern eines 
Dreiecks von jedem Eckpunkt desselben aus eine Transversale^ 
so theilen diese Transversalen die Dreieckswinkel so, dass das 
Product der Sinus von drei an verschiedenen Eckpunkten und 
zugleich an verschiedenen Seiten liegenden dieser Theile gleich 
dem Product der Sinus der drei anderen ist. — Man kann den 

Beweis mit Hilfe von ^' .^'^^ == 1 führen, und dann durch 

den bewiesenen Satz weiterhin einen Beweis des bekannten geo- 
metrischen Satzes liefern, dass die Producte aus je drei nicht 
aneinander liegenden Seitenabschnitten gleiche Werthe haben. 
Giebt es entsprechende Sätze, wenn der Punkt ausserhalb des 
gegebenen Dreiecks liegt? 

18. Man beweise zu 17. auf trigonometrischem Wege noch die 
n, . , OA' OB" , OCf ^ AO ' BO , CO ^ 

Gleichungen ^^^, + ^+^^=.1; TJ' + ^^ + cc;'= ^5 

AO BO^ CO AO . BO . CO . ^ 
Ö7 • OB"ÖC'~ OA'"^ OB' "*" 06' "T" 

19. Zieht man von einem Eckpunkt eines Dreiecks 
GAB innerhalb desselben eine Transversale OC und ausserhalb 
desselben eine Transversale OB, so theilen beide Linien die 
gegenüberliegende Dreieckseite so, dass (für OA==^a^ QC =^ c^ 
nn h nn ^ AC ^AD _ Bm(a,c) ^ Bi n (g, d ) 

Uü^t), UJJ—a) ßc'BD~Qm(b,c) -sin (&, d) ' 
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(Gleichheit der Doppelverhältnisse bei vier von einer Geraden 
geschnittenen Strahlen eines ebenen Strahlonsystems.) 



§. 27. Berechnung schiefwinkeliger Dreiecke aus 
Bestimmungsstücken; welche nicht sämmtlich Sei- 
ten oder Winkel derselben sind. 

Vorbemerkung. In den nachfolgenden Nnmmem sind die ge- 
bräucfalichen, bezi^ungsweise die in den Aufgaben des §. 26 an- 
gegebenen Bezeichnungen gebraucht. Der Einfachheit halber soll 
jedoch, wenn bei den Buchs&ben h, p, 9, w, u, v, m der Index weg- 
gelassen ist, für denselben stets c angenommen werden, indem im 
Allgemeinen, sofern eine solche Annahme nöthig wird, C als Spitze, 
j4B als Grundhnie und in zweifelhaften Fällen a >> 6 vorausgesetzt wird. 
Ist a ein stumpfer Winkel, so werden die Werthe von p^ und q , sowie 

diejenigen von h^'\ h*\ h^ als negativ betrachtet, so dass z. B. immer 

cssp4-^ gesetzt werden kann. 

Aus den unter den folgenden Nummern aufgefohrten je drei Be- 
stimmungsstücken sollen die nicht gegebenen Seiten und Winkel, sowie 
der Flächeninhalt des Dreiecks berechnet werden. Die hier der Baum- 
ersparniss halber gewählte Form der Stellung der Aufgaben ist bei 
der Behandlung im jBinzelnen durch eine ausgeiuhrte Angabe in Worten 
zu ersetzen, wobei darauf zu achten ist, dfass keine wesentliche Be- 
ziehung in der gegenseitigen Lage der gegebenen Stücke übergangen 
werde. So genügt z. B. in der Aufgabe a — A = <?, c, a nicht die An- 
gabe, dass das Dreieck aus der DifiPerenz zweier Seiten, der dritten 
Seite und einem dieser letzteren anliegenden Winkel berechnet werden 
solle, sondern es muss bemerkt werden, dass der gegebene Winkel 
der grösseren der beiden anderen Seiten gegenüberliegen soUe, da 
sonst die Aufgabe mit der zwar verwandten und ähnlich zu lösenden, 
aber doch verschiedenen Aufgabe a — 6». c, ß verwechselt werden 
könnte. Dagegen kann in a-f-^i ^) ^ diese nähere Angabe unter- 
bleiben, ebenso in 0+* + ^» ^* ß ^® genauere Bezeichnung der 
gegebenen Winkel , u. s. w. 

Die nachstehenden Aufgaben sind eine mit Rücksicht auf die Zwecke 
des Unterrichts getroffene Auswahl aus der übergrossen Anzahl der 
überhaupt möglicnen dieser Art. Es ist selbstverständlich sehr leicht, 
dieselben durch Bildung weiterer passender Gombinationen aus den 
betrefiPenden Bestimmungsstücken zu je dreien bis in viele Tausende 
zu vermehren, wie auch solche weiterhin gebildete in die einzelnen 
nachstehenden Gruppen, bezw. nach den angegebenen Auflösungs- 
methoden zu ordnen. 

Wir schicken eine Gruppe von Aufgaben voraus, welche streng- 
genommen nicht in diesen Abschnitt gehören, da sie sich durch bloss 
algebraische Operationen auf Fundamental - Aufgaben zurückführen 
lassen. Dieselben können zur Vorübung benutzt werden. 

.1. b + c = s, b — c = d,a] 5 = 1226,68,^=532,08, 
a = 100». 

2. a + ^+^ = 2^> ^ — & = Jj, h — c = ä2\ 
2 s = 17,233391, d^ = 3,125409, d^ = 0,320600. 
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3. a — /J = *, ö,y; * = 43M'36",9, a = 541. 
y = 50» 55' 36",1. 

4. a :b =im : Hj a -{- b =^ s, y\ »i : n = 280 : 289, 
s = 1,96886 , Y = 29«. 

5. ab=f\ ö2_|.^2 = ^2^y. /•2^2040, ^^ = 14689, 
y = 6l0 55'39",l. 

6. a — b=^d, ab = P,a', tf=19, /^ = 53040, 
a = 128» 9' 0",6. 

7. a + b = s, a2+>2 = ^2^y. 5=163, ^^ = 13345, 

y = 46» 23' 49",9. 

Aehiiliche Aufgaben sind a) 6 + c = *-, b — c=Bdf a; b) «+6, Ä+<^t 
tf — 6; C) o — 0,7,6; d)fl6,ö' — 6*, y; 6)« — ä, a* — 6*, a. 



Anleitung zur Auflösung der nachfolgenden Aufgaben. 

1. Als Beispiel für die Behandlungsweise der nachstehenden 
Aufgaben dieses Paragraphen diene zunächst die folgende: 

a + ^ + ^ = 25, a, /J, oder in Worten: 
Aufgabe: Ein Dreieck aus dem umfang 2 5 und 
zwei Winkeln a^ß zu berechnen. 

a. Geometrische Lösung. 

Analysis: Verlängert man die Seite AB des Dreiecks 
ABC um AB = AC und um BE= BC und zieht CB und CEy 
so erhält man das Hilfsdreieck BEC^ in welchem BE=2s, 
-^ BCE = ^a, ^ BEC = ^ß bekannt sind. Durch Auf- 
lösung dieses Dreiecks erhält man die Werthe von CB und CE 
und hieraus mit Hilfe der gleichschenkeligen Dreiecke ACB^ 
BCE die Werthe von AC = b und BC=^a*). 

Berechnung: y = 180^ — (« + ß)i 

^^ ^^ 2 g ' Bin ^ P _^ 2 g . sin j^ g ^ __ 2«_^wnJ_a 

sin^^a+ß) cos ^ y ' cos 4 y ' 

CE g . sin 4 tf , CD g . sin | p 

2cos^|5 cos^pcos^y' 2cos^a cos^acos^y ' 

a sin y a sin ^ y cos ^ y g . sin ^ y ^ 

sin a sin 4 a cos ^ a cos ^ a cos i ß 



*) Wird der Bechnungs- Aufgabe die entsprechende Constructions- 
Aufgabe vorauseeschickt (was hier, als strenggenommen nicht hierher 
gehörig, unterbüeben ist), so tritt die Analysis derselben an die Stelle 
der vorstehenden. 
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Probe: a -{- b -■{- c == 2 s, 

F= ^ ab äny =9^ . tang^^ a . tang ^ ß . tang 4^ y. 

Discassion: Durch die gegebenen Stücke ist, die Be- 
dingung a -f- /} < 180® als selbstYerständlich Toransgesetzt , stets 
ein und nur ein Dreieck bestimmt, wie sowohl ans der Con- 
stmction desselben, als audi daraus henroigeht, dass die für a, 
b und c gefundenen Ausdrücke stets eindeutig sind nnd reelle 
Werthe erhalten. 

Zahlenbeispiel: 2 5== 246,518; 

/J = 121« 44' 36". 

s = 123,259 log s = 2,09082 
i a = 12« r 36" 
4 /} = 60. 52. 18 
I y = 17, 0. 6 



a = 24« 15' 12" 



log 


sin 


cos 


tang 


i« 


9,32237 


9,99020 


9,33217 


^ß 


9,94128 


9,68732 


10,25396 


\r 


9,46598 


9,98060 


9,48538 



log s^ = 4,18164 

9,07151 

log F = 3,25315 



1,41319 —9,66792 = 1,74527 
2,03210 9,97080 2,06130 
1,55680 9,67752 1,87928 

a = 55,625; b = 115,160; c = 75,733; y = 34« 0' 12"; 

F= 1791,2. 



a 



b. Algebraische Lösung. 

Aus dem Sinussatz folgt 

a:b:c : (a+ft-j-c) = sina : sin /) : siny : (sina+sin/J+siny), 

und hieraus ergiebt sich ohne Weiteres 

2« . sin (c 
sin a -{- sin (I -|- siny ' 
sowie die entsprechenden Formeln für b und c. Um die nume- 
rische Berechnung mit Logarithmen zu erleichtem, setze man 

sina + sin/J+8iny=2sin4^(a+/J) cos^(a — /5)+2sin^ycos^y 
= 2 cos ^y [cos^(a — /J)+co8^(a+/')]=^cos |^aco8^/3cos^y. 

Drückt man noch in den Zählern die Sinus der ganzen durch 

Functionen der halben Winkel aus, so erhält man nach einigen 

leichten Umformungen 

« . sin 4^ a , g . sin ^ P 



a== 



^ ^ g . sin t y 
cos l a cos ^ y ' cos ^ a cos ^ ß 



cos 4 ß <^0B i y ' 
Man hat also hier dieselben Formeln, wie oben, gefunden. 

Daher bleibt alles Weitere unverändert wie vorher. 



k 
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2. In dem vorstehenden Beispiel sind zwei verschiedene 
Methoden der Auflösung angewendet worden. Die erste 
derselben gründet sich darauf^ dass jeder einzelnen Aufgabe 
dieser Art eine entsprechende rein geometrische zur Seite gestellt 
werden kann. Durch die in letzterer verlangte Construction 
des Dreiecks aus den gegebenen Bestimmungsstücken werden die- 
selben Grössen auf dem Wege der Zeichnung gefunden ; welche 
bei der trigonometrischen Behandlung durch die Rechnung 
ermittelt werden sollen. In zahlreichen Fällen kann der Gang 
der Auflösung für die beiden coordinirten Aufgaben derselbe sein, 
und man wird daher die trigonometrische Auflösung finden können, 
indem man der vorausgeschickten Construction des Dreiecks folgt 
und nach einander die dort gezeichneten Hilfsgrössen entsprechend 
berechnet. Die zweite Methode nimmt dagegen keinen Bezug 
auf die Construction, sondern sucht zwischen den gesuchten und 
den gegebenen Grössen Beziehungsgleichungen in der erforder- 
lichen Anzahl aus den bekannten Formeln der Trigonometrie und 
löst dann dieselben algebraisch auf die unbekannten Grössen auf. 
Zuweilen empfiehlt sich auch eine geeignete Verbindung beider 
Methoden. 

Die geometrische Methode besitzt besondere Vorzüge in 
ihrer Anschaulichkeit, ihrer Verknüpfung mit einem wichtigen 
anderen Gebiete des mathematischen Unterrichts , und nicht selten 
in der reicheren Darbietung von Gelegenheit zur Uebung des 
Scharfsinnes, während die algebraische mehr mechanisch ist. 
Einer eingehenderen Anleitung zur Anwendung der ersteren be- 
darf es, die nöthige Uebung im Lösen von Constructions- Auf- 
gaben vorausgesetzt, nicht, da die Zeichnung im einzelnen Fall 
diese Anleitung bietet. Doch eignet sich nicht jede Art der 
construirenden Lösungen von Aufgaben gleichgut zur Ueber- 
tragung in Rechnung; namentlich bieten diejenigen nicht selten 
Schwierigkeiten, welche geometrische Oerter benutzen. 

Die algebraische Methode hat den Vorzug, dass sie in 
schwierigen Fällen oft leichter gelingt als die geometrische und 
deshalb sicherer und in kürzerer Frist zum Ziele führt. Man 
kann dieselbe auch benutzen, um umgekehrt aus den Resultaten 
der Rechnung auf eine Lösung der entsprechenden geometrischen 
Aufgabe durch Zeichnung zu schliessen. Von dieser trigono- 
metrischen Analysis geometrischer Aufgaben, welche 



h-. 
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es gestattet, den auf algebraischem Wege gelösten Aufgaben dieses 
Paragraphen die entsprechende Constructions- Aufgabe in analoger 
Weise anzuschliessen, wie sie den auf geometrischem Wege ge- 
lösten vorangeht, soll W Gelegenheit des nachstehenden weiteren 
Beispiels eine Probe gegeben werden. 

3. Es soll nämlich zu weiterer Erläuteinmg noch die Aufgabe 

flf-}-& = 5, Cy a — /5 = tf , (a > /J); oder die 

Aufgabe: Ein Dreieck aus der Summe zweier 
Seiten, der Differenz der letzteren gegenüberliegen- 
den Winkel und der dritten Seite zu berechnen, 

nach den verschiedenen vorher angegebenen Bichtungen voll- 
ständig behandelt werden. 

a. Geometrische Methode. 
1. Construction. 

A n a 1 7 s i s : Angenommen , es sei ^ ^ 67 das verlangte Dreieck^ 
BC über C um CD =^ CA verlängert, und D mit A verbunden, 
so ist BD gleich der gegebenen Summe s. Ferner ist -^ CDA 
= DAC = i ACB = i y, also ^ DAB = CAB + DAC 
= a + i y - « + 90« - i (a + /5) = 900 + 4 (a - /S) 
= 90® + i ^« I^a ausserdem AB = c gegeben ist, so kann 
das Dreieck ABB aus zwei Seiten und dem der grösseren von 
ihnen gegenüberliegenden Winkel construirt, und dann kann 
durch Anlegen des Winkels DAC = CDA das Dreieck ABC 
gefanden werden. 

Construction: Halbire die gegebene Differenz 8 der 
Winkel und errichte auf der Halbirungslinie im Scheitelpunkt 
die Senkrechte , wodurch man einen Winkel gleich 90® ~h 1 ^ 
erhält. Trage auf einer beliebigen Geraden eine Strecke AB 
gleich der gegebenen Seite c ab, lege an AB in A einen Winkel 
gleich 90® -1- ^ ^ an , beschreibe um B mit der gegebenen Summe 
s als Badius einen Kreisbogen, welcher den in A angelegten 
Schenkel in D schneide , verbinde D mit B und lege in A einen 
Winkel DAC == CDA an (oder errichte auf DA in ihrem 
Halbirungspunkt die Senkrechte)^ wodurch man auf BD einen 
Punkt C erhält. Das Dreieck ABC iat dann das verlangte. 

Beweis: ^ DAC = CDA n. Constr,, daher C A ===^ C D, 
also CA + CB = BD] BD=s n. Constr., mithin CA + CB= s. 
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Ferner ist ^ACB -= J)AC + CDA, duher ^B AB = a + iy 
= a + 90« — 4- (a + /J) = 90» + i (a — ß). Da nun n. Constr. 
^ BAB = 90^ + ^ ö ist, so ist a — /J = *. Endlich ist 
AB = c n. Constr. 

Determination: Da die Summe je zweier Seiten eines 
jeden Dreiecks grösser als die dritte Seite ist, so muss s > c 
sein, und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist stets ein 
Dreieck ABB^ und nur ein solches construirbar. Hieraus geht 
hervor , dass die Aufgabe stets eine einzige Lösung hat. — Wenn 
5 <; c wäre, so würde entweder (fttr s < e? . cos ^ d) der mit s 
um B beschriebene Kreis AB gar nicht treffen, oder es würden, 
falls derselbe mit AB einen oder zwei Punkte gemeinschaftlich 
hätte (s^c . cos ^ d) , diese Punkte auf der Verlängerung von 
AB über A liegen, und der Punkt C fiele dann nicht auf BB^ 
sondern auf deren Verlängerung; man würde dann also kein den 
Bedingungen der Aufgabe genügendes Dreieck erhalten. Ist aber 
s y> Cy so erhält man zwar ebenfalls zwei Durchschnittspunkte, 
doch liegt nur der eine von ihnen auf AB selbst, während der 
andere auf die Verlängerung von ^2^ über A fällt, und das 
aus ihm nach dem Wortlaut der Construction sich ergebende 
Dreieck dem anderen congruent wird. 

2. Berechnung auf Grund der Construction. 

Auflösung: Aus dem Dreieck ^J9/> erhält man zunächst 

A T\Ti c . sin (90<> + 4 ^) c . cos A * 

sm ABB = ^ L_i— £ = 1— 

* s ' 

und hieraus ^ CAB = a = 90^ + ^ * — ABB; 

^CBA=ß=lSO^—{dO^+i8-\-ABB)=90^ — iid+ABB). 

Aus c und den Winkeln findet man durch den Sinussatz 
die Werthe von a und b und sodann den Flächeninhalt, und die 
Gleichung a -{- b = s liefert zum Schluss eine Probe. 

Oder, da <^ ABB = ^ y ist, so hat man sin ^y == — ^— • 

Aus 90^ — i y = K^ + /S) ^^^ i d = i (« — ß) ergeben sich 
dann durch Addition, bezw. Subtraction die Winkel a und ß. 
Femer ist 

BA = j/s'^ — c^. cos i d'^ — c . sin i tf; b.cos^y ==4 ^^9 
also 
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endlich 

* I ' K«* - c« cos i tf« J 
Discussion: Die vorstellenden Formeln zeigen in Ueber- 
einstimmung mit dem Vorhergehenden, dass nicht nur s^c cos ^ö 
sein musSy da anderen Falls die Wurzelgrösse imaginär ^ sowie 
auch sin -J^ y > 1 sein würde , sondern dass nur ftlr 5 > c ein 
Dreieck möglich ist. Denn für s = c würde man für b den 
Werth Null , und fftr s <C c sogar einen negativen Werth von b 
erhalten. — Wegen der Zweideutigkeit der Wurzelgrösse erhält 
man für a und b je zwei Werthe, welche jedoch wechselsweise 
einander gleich sind und demnach zwei congruenten Dreiecken 
angehören. Die Aufgabe ergiebt sich also auch hierdurch als 
eindeutig. 

b. Algebraische Methode. 

1. Berechnung. 
Aus der ersten der beiden MoUweide'schen Formeln 
(ö + *) sin ^ y = c . cos i (a — /3) 
(ö — &) cos i y = c . sin i (a — /S) 

ergiebt sich s , &in ^ y = c , cos ^^ d , 

, . . c . cos 4 d 
also sin 4 y = ^— • 

Aus 90« — J y = ^ (a + /}) und ^ * = i (« — jS) ergeben sich 
dann die Werthe von a und ß. Es lassen sich nun die übrigen 
Seiten durch den Sinussatz berechnen. Man kann dieselben 
aber auch mittelst der zweiten der obigen Formeln finden , indem 

man aus derselben 

, c . sin 4 d 
a — === ~— 

cos^y 

bestimmt, und diese Gleichung mit der gegebenen a -\- b ^== s 
durch Addition und Subtraction verbindet. In den Resultaten 
hat man dann, wenn a und b unmittelbar nur durch gegebene 
Stücke ausgedrückt werden sollen, 

1 -i/Z c* cos 4 d* 

cosiy = ^l— - — -^ 

zu setzen; wodurch man die schon oben gefundenen Formeln 
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erhält. Mit Hilfe derselben ergiebt sich die Discussion wie 
vorher. 

2. GoDstruction auf Grund der Berechnung. 

Man halbire die gegebene Differenz d der Winkel, trage auf 
der Halbirungslinie vom Scheitel E aus die Strecke EF gleich 
der gegebenen Seite c ab; fUUe von F auf einen Schenkel des 
Winkels d die Senkrechte FG, verlängere diese über G, be- 
schreibe um E mit der gegebenen Summe s als Eadius einen 
Kreisbogen ; welcher die Verlängerung von FG in H schneide, 
verbinde ff mit E und ziehe durch F zu GE die Parallele FE, 
welche die Verlängerung von Eff in E treffe. Man trage dann 
noch EL = EK von EH ab, halbire HK und HL und con- 
struire aus den Hälften und aus der gegebenen Seite c als Seiten 
ein Dreieck, so ist dieses das verlangte. 

Beweis: In dem rechtwinkeligen Dreieck FG Eröin. Constr. 
FE=c, ^FEG=\8, daher /'ö^ = c sin i *, GE^cgo^^S. 
Da femer nach Constr. EH = s ist, so folgt 



GH = ys'^—c^Q0^^8^. 
Aus GK II FE ergiebt sich dann EK : EH= FG\ GH, oder 

EK^^^^±^M^ alsoi^A- = i4l+ ,. "^""^ \ 
und i^Z = lJl.-— ^^iL^j. 

Aus den Resultaten der trigonometrischen Auflösung ergiebt 
sich, dass hiemach die Hälfben von HK und HL bezüglich gleich 
den nicht gegebenen Seiten a, h des gesuchten Dreiecks sind, 
woraus dazm die Richtigkeit der Constraction hervorgeht. 

c. Numerische Berechnung. 

Zur Berechnung mittelst Logarithmen bedient man sich wohl 
am besten der Formeln 

. - c . COB 4tf _ , c.sin4tf ,, 

2 ' » ' COB ^ y ' ' 

Beispiel: c=\^V^, s = 383">, a = 7«40'4",2. 
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Log 




sin i S 


8,82520 


cos ^ d 


9,99903 


c 


2,00432 


c cos ^ 8 


2,00335 


c sin i^ ^ 


0,82952 


s 


2,58320 


sin ^ y 


9,42015 


cos i y 


9,98442 


a b 


0,84510 



iy 


15» 15' 18",3 


Y 


30. 30. 36,6 


a h 


7,00000 


a + h 


383 


a 


195 


h 


188 



4. Bei der algebraischen Methode wird man die noth wen- 
digen Gleichungen zwischen einer oder mehreren der gesuchten 
Grössen als Unbekannten und den gegebenen Grössen zunächst 
unmittelbar aufzustellen suchen, wie auch in der vorstehenden 
Aufgabe an der betreffenden Stelle geschehen ist. Unter Um- 
ständen empfiehlt es sich jedoch, eine neue, vermittelnde Grösse 
einzuführen, durch welche die gesuchten und die gegebenen Stücke 
des Dreiecks mittelbar mit einander verbunden werden. Hierzu 
eignet sich namentlich der Radius r des dem Dreieck umbe- 
schriebenen Kreises. Im Nachstehenden soll noch eine kurze 
Anleitung zur Anwendung dieses besonderen, für die Mehrzahl 
aller hierher gehörigen Aufgaben anwendbaren Verfahrens ge- 
geben werden. 

Als Grundlage desselben dienen die Aufgaben 1 — 5 des 
§. 26 , bezw. die in eine Tabelle zusammenzustellenden Resultate 
derselben. Wir theilen nun die nach dieser Weise zu lösenden 
Aufgaben, wie folgt, in Gruppen: 

1. &rüpp8: Die gegebenen Stücke sind zwei Winkel 
des Dreiecks nebst einer Strecke oder einer Grösse 
zweiter Dimension. Man drücke diese Strecke oder Fläche 
mittelst der Resultate aus §. 26 durch r und die Winkel aus, 
löä^ die entstandene Gleichung auf r als Unbekannte auf und 
setze den erhaltenen Werth in die entsprechenden Formeln aus 
§. 26 für die gesuchten Stücke ein. 

Es sei z. B. der untere Abschnitt h^' der zur Seite a ge- 
hörigen Höhe nebst den Winkeln a^ ß, und somit auch y be- 
kannt, so hat man aus §. 26: 
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h^' = 2r . cos /J cos y, 



h" 



also 2r = ^ , und somit aus aaB2r.sina, ft = 2r.8in/S, 

cos ß cos y ' » r» 

c = 2 r . sin y : 

A^" sin tt Ä^" tang ß h^' tang y 

cos p cosy ' cos y ' cos p 

2. Gruppe: Statt eines der Winkel in der vorigen 
Gruppe ist ein Yerhältniss zweier Seiten oder Flächen 
gegeben. Man drücke beide Glieder des Verhältnisses nach 
§. 26 durch r und die Winkel aus. Nachdem die Grösse r in 
dem Yerhältniss sich weggehoben hat, bleibt eine Gleichung 
zwischen den Winkeln übrig, welche mit dem gegebenen Winkel 
und der bekannten Winkelsumme verbunden wird, sodass man 
durch Auflösung der Gleichungen auf die beiden unbekannten 
Winkel diese letzteren finden kann. Die weitere Auflösung der 
Aufgabe kann dann wie bei der ersten Gruppe geschehen. Da 
mit dem einen Winkel auch die Summe der beiden anderen ge- 
geben ist, so empfiehlt es sich in zahlreichen Fällen, zuerst die 
Differenz dieser letzteren zu suchen. 

Es seien z. B. die Summe des Badius des der Seite a an- 
beschriebenen Berührungskreises und der zu dieser Seite senk- 
rechten Höhe Pa "t" ^a = ^> ^®^ Winkel a und das Yerhältniss der 
Badien der beiden anderen äusseren Berührungskreise Q,,\Q^^=^min 
gegeben, so hat man aus §. 26: 

pfc = 4 r cos } a sin ^ /) cos ^ }'; (>« = 4 r cos ^ a cos 4^ jS sin ^ y, 

daher — == ^ «"^ ^ P <^Q^ i V =, sin ^ (P+y) + sin ^ (g— y) 

n 2cos^|3Bin4y 8in^(P+y) — sin ^ (p— y) 

cos -^ tt -|- sin -^ (P —y) 

cos ^ a — sin 4 (/J — y) 

Durch Auflösen dieser Gleichung auf sin ^ (j3 — y) erhält man 
sin i (ß—Y) = ^^ cos i a, 

und sodann ergeben «ich ß und y aus \ {ß — y) und 90^ — ^a 
in bekannter Weise. Die Gleichung 

(>a + ^a = 4 '^ cos i /S cos i y cos i (ß — y) 

liefert dann 2 r und darauf mittelst a s= 2 r sin a u. s. w. die 
Werthe der Seiten. 

BxiDT, Aufgaben. I. 10 
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3. Gruppe: Werden beide Winkel der ersten Gruppe 
durch Verhältnisse ersetzt, so erhält man in gleicher Weise 
wie- vorher durch jedes Yerhftltniss eine Oleichung zwischen den 
Winkeln. Diese beiden Gleichungen in Verbindung mit der 
Winkelsumme dienen nun zur Bestimmung der drei Winkel als 
der drei Unbekannten derselben. Gelingt die Auflösung, so ist 
die Aufgabe wieder auf eine solche der ersten Gruppe zurück- 
geführt. 

Es sei beispielsweise h^ : A." = »i, p^ : (>^ = n und F ge- 
geben (vergl. wieder §. 26), so erhält man 



m = 



cos a ^^ tang^p 



cos ß . cos y ^ tang -| y 

Mit Hilfe dieser Gleichungen kann man die Werthe von 
a und ß — y =i 8 durch folgende Entwickelung finden: 

2 cos et 2 cos a 

cos ((J— y) + cos (p+y) coB * — cos a ' 

m cos a 2 cos \a* — 1 

»1 + 2 cos* 1 — 2 sin i a« ' 

, w — 1 tang -^g— tang |y ain-^CP — y) sin jd ^ 

^^ n+i~ ta|g|(5+tangiy~ sin^(^+y)~ cosi«* 

Das Weitere ist leicht. 

4. Gruppe; Es sind zwei Strecken, bezw. Flächen, 
nebst einem Winkel gegeben. Durch die beiden Strecken 
oder Flächen iät zugleich ihr Verhältniss, bei einer Strecke und 
einer Fläche das Verhältniss des Quadrats der ersteren zur letzteren 
bekannt, und man findet daher die Winkel^ wie bei der zweiten 
Gruppe gezeigt wurde. Man hat dann die Wahl^ welche der 
beiden gegebenen Strecken man mit den Winkeln verbinden will, 
um nach dem Verfahren bei der ersten Gruppe weiter zu rechnen. 

So findet man z. B. zu F, q und a : 

F 2 r* sin tt sin g sin y cos | a cos ^ ß cos ^ y ^ 

Q* 16r' sin -Ja* sin ^|3* sin ^y' sin ^ a sin \ ß sin ^ y ' 

und hieraus 

co8i(^-y) = sini«.^*^^|i^±^. 
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Sind 80 die Winkel bestimmt, so kann die Rechnung ent- 
weder ftlr F^ a, ß^ y oder für p, a, /J, y nach dem Verfahren 
bei der ersten Gruppe weiter gefUhrt werden. 

Der hieran sich anschliessende Fall, in welchem der eine 
gegebene Winkel durch ein gegebenes Verhältniss ersetzt ist, 
wird keiner besonderen Besprechung bedürfen, da seine Be- 
handlung sich aus dem Vorstehenden yon selbst ergiebt. 

5. Gruppe: Sind endlich drei Strecken, bezw. 
Grössen zweiter Dimension gegeben, so kann man aus 
ihnen zwei Verhaltnisse bilden, mit Hilfe derselben die Winkel, 
wie bei der dritten Gruppe, zu bestimmen suchen und dann zu- 
letzt unter den drei gegebenen Stücken eins auszuwählen, welches 
man mit den Winkeln verbindet, um das Verfahren bei der ersten 
Gruppe anzuwenden. 

So kann man z. B. zn h^^ q^j F die Gleichungen 

^« 2r.8in^8iny 2sin4(J8in4y 

Q^ 4 r . sin ^ a cos ^ ß cos J y sin ^ a ' 

^a' ^a 2r8inpsiny.4r sin^g cos ^ ß cos ^ y 2 cos j p cos ^ y 

F 2 r* sin a sin ^ sin y cos ^ a 

bilden. Aus denselben folgt 

^' ^^ . cos i a ^ sin i a = 2 cos i (/3 + y) = 2 sin i a, 

woraus sich leicht 

ergiebt. Die Portsetzung der Berechnung bedarf nun keiner 
weiteren Erläuterung. 

Anmerkung. Ist eine Relation zwischen Stücken erster 
oder zweiter Dimension als zu erfüllende Bedingung gegeben, 
so liefert dieselbe , indem man jedes Glied derselben durch r und 
die Winkel ausdrückt, in gleicher Weise, wie vorher bei einem 
gegebenen VerhSltniss der Fall war, eine der Gleichungen für 
die Winkel. In der That ist in diesem Fall auch ein Verhältniss 
bekannt, wie z. B. die Bedingung, dass die Summe zweier Seiten 
gleich der Summe der dritten Seite und der zu dieser gehörigen 
Höhe, oder dass ö + ^ = ^ + ^ sein solle, mit der Angabe 
des Werthes des Verhältnisses (a + ^) : (c + Ä) = 1 identisch 

10* 
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ist. — Ist eine Relation zwischen den Winkeln gegeben , z. B. 
a = 2 ßy so dient dieselbe unmittelbar als eine der zur Be- 
stimmung der Winkel nothwendigen Gleichungen. 



A. Aufgaben, welche zur Einübung der geometrischen 

Methode empfohlen werden. 



1. b, h, a 
fl= 17, b = 10 

2. ö, h.ß 

3. by h, p 

4. b,h,y 

5. b,q,y 

6. p,q,h 

7. h,ß,a 

8. p, q,a 



a) Ä = 17, ö = 36, b = 21; /3) h 



8, 



& = 533, Ä = 308, /S = 76» 18' 52". 

b = 485, Ä = 93, p == 1440. 

Z» =*565, h = 396, y = 72« 38' 34",1. 

& == 445, ^ = 203, y == 38« 33' 43",4. 

p = 608, ^ = 100, h = 105. 

Ä = 26, /5 = 51» 19' 20", a = 67^ 38' O". 

p = 4,6, ^ = 0,5, a = 55» 46' 16". 

9. Ä und die Winkel y, , yj» i'^ welche A den Winkel y 
theilt; Ä = 684, y^ = 83^ 38' 25",2, y^ = 54» 56' 55",9. 

10. Ä, c, /S; <? = 18, Ä = 16, /J = 640 12' 18". 

11, Ä, c, &, oder F, c^b] Ä = 336, c = 904, b = 625. 



12. 


h^, hf,y a, oder h^ — 8, Ä^ — 9, /*— 45. 


13. 


Ä«, Äfc, (?; c — 517,63, h^ — 193,91, Ä^ = 469,13. 


14. 


Äa, Ä„ y; Ä. — 87,5, Ä^ — 59,3, y — 54« 38' 20". 


15. 


Ä„ Ät, /S; Ä«— 15,52000, h,— 18,05953, /3= 50« 53' 44", 7 


16. 


ö+Z^— 5, Ä, /S; 5 — 584, Ä — 51, /J — 60 43'58",ö. 


17. 


a + b—s, h„y', 5=551,Ä,— 117, y=25«59'21",2. 


18. 


a-'b — dy h, a; tf— 1702, Ä — 105, a— 5O02'l",6. 


19. 


& + C— 5, Ä, i?'; s — 901, Ä = 57,./^= 20406. 



20. Ä, f», c; h = 69,0, »1 = 274,8, c = 1052,0. 

21. h,m,b] Ä =r 165,00,/» = 219,00, * = 377,92. 
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22. h,w,y] Ä = 69,000, m;— 69.268, y=160®9'29",l. 

23. h,w,a] Ä— 195,000, m;— 207,362, a = 291,000. 

Die Aufgaben 1 — 23 lassen sich durch alleinige Anwendung rechtr 
winkeliger Dreiecke leicht lösen, bezw. aaf Fundamental -Fälle zurück- 
führen. Aehnlicho Aufgaben: «) a, 6, p; b) 6, p, ß; o) 6, p, 9; 
d) Ä, 9, (J; d) Ä, p, y; f) p, a, a; g) p, (J. y; h) A, y, 6; i) Ä, y, y; 
k)Ä,y,a; D^, ft,y; m)p, y,yi; ii)p,6,a; 0) h^, \, p^] P)ö— ft,Ä,ß; 

q) c — ö, h, et] r) c — Ä, Ä, /*; 8) Ä, m, ß\ t) h, u>, p. 



25. 'Q, Uy h 

26. (», a, h 

27. e.,a,/J 

28. (>.,«»,« 



24. (>,«,/»; a)p=67869, a=40<>36'32", /3=60ö40'30"; 

b) (>=250, a =5001 2' 25", /S=74« 4' 40". 

p = 200,76, h = 525, a = 31» 17' 4",2. 

Q = 153, a = 509, h = 459. 

p.= 273, a = 316, /? =: 56<> 36' 5",4. 

p.= 2491f , ft =553, a = 126» 43' 0",1. 

29. Q, c, a. 30. p, ä', a. 31. (>, h, p. 32. (>«> ^; y« 

33. Q^, a, /J. 

Construction rechtwinkeliger Dreiecke als Bestandtheile des ge- 
suchten mit Eilte" der Hälften von Dreieckswinkeln und des Radius als 
Kathete. 

34. m,b,C] »1 = 2,96613, «^ = 3,05379, c = 1,20808. 

35. »I, c, /J; »1 = 146,99, c = 25,00, /J = 96« 43' 58",5. 

36. w, b, y; iv = 23,206, b = 40,355, y = 52» 9'. 

37. w, b, a] m; = 34, ^«»93, a = 14» 15' 0",1. 

38. u, Ä, ß, 39. m;, v, a — ß. 40. 1;, &, a — /J. 

Das gesuchte Dreieck zerfällt durch Construction des gegebenen 
mittelbaren Stücks in zwei leicht auflösbare Dreiecke. 

41. p — q = dy Ä, /J; rf=292, ö = 389, /? = 29<>4'8",1. 

42. p — Qy a, b. 43. p — g, «, a. 44. «, &, a — ß, 

45. a, a — ßy p — q, 46. p — q^ a, /}. 

Construction eines Hilfsdreiecks BCE mit den Seiten p — q, a, 6 
und den Winkeln a—ß, 180®—«, ß, 

47. a + &=^,c,y5a)5 = 1928,c=1916,y=165n4'58",9; 

b) 5 = 21917, c= 18458,3, y=107». 

48. a+&=jf,a,y;a)5=17, a = 67» 22' 48",6; 

/J = 220 37'ir,65 

b) s = 10, a = 88« 36' 42", 
y = 420 18' 24". 
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49. a + i> = s, c, a; 5 = 2,65572, c — 0,83910, a= 50^ 

50. a + b = s, c, a — ß'^ 5=1134, c = 116, 
a~ß^ 133« 46' 54",4. 

Verlängere BC \un CD ^^ /4C. Berechne das Hilfsdreieck B D A. 

51. a—b^dy c, y; a) dl = 136,00, c = 319,97, 

y = 42» 32' 4"; 
b) rf = 37,962, c = 75,924, y = 40». 

52. a-'b^-dyCyß] d = l, c = 3, /J = 450. 

53. a — &=rf, c, a; £^ = 142, c = 436, « =77» 58' 55", 1. 

54. a-b=d,a,ß\ d=~16,37, « = 41^18', /r=67ö40'. 

55. a-^b^d, c.a—ß-, d=i, c = 2, a — /J = 10^ 

Trage CD^CA von C^ ab oder verlängere CA um ^Z>, Bodass 
CD==CB wird. Hilfsdreieok ^^/>. 

56. a + & = 5, i> — ^ = d, « — /» = *; 5=931, rf=399, 
* = 20« 27' 28",9. 

57. ö + 2>, p — ^, ß. 58. a.+ ft, p — ^, y. 

Ist C/> senkrecht zu AB, so mache DE auf />^ gleich />^, ver- 
längere BC um CF^CA, Hilfsdreieck BEF^ < ÄF£ = i (« — P), 

59. a-- b^d, p — q = f, « — /S = d; d= 36,1, 
/•= 39,9, * = 26« 25' 20", 1. 

60. a — by p — q^ ß. 61. a — ^, p — ^, y. 

Bestimme D und ^ wie vorher und trage CG=^CA von CB ab. 
Hilfsdreieck ^(^JE; < ÄÄÖ = 1 y, jBö^^ = W + ^ (a — ß). 

62. w, r, a; w = 445,6, v = 138,4, a = 72« 30' 27",6. 

63. u,Vya — ß, 64. w, r, a — b. 65. t/, ßy a — b. 
66. u, a, a — b. 67. t/, a, /J. 

Ist C/> die winkelhalbirende Transversale, so trage CE^^^CA von 
C^ ab. Hilfsdreieck i9JB/); DE^v, <^C£D^a, EDB^u—ß. 

ßS. u — V, a — b, a —- ß. 69. w — r, ö — b, ß. 

70. u — V, a — ^, y. 71. « — v, /J, y. 

Mache dieselbe Gonstruction wie vorher, trage dann />FsbZ>^=b/> ^ 
auf/>Äab. Hilfsdreieck ÄÄ/''; <FÄÄ = ^y, i?FÄ = 900 + 4 (a— |J). 

72. m, -^ (ö, »») = 9>, -^ (^ w) = ^; 

a) w = 97, 9 = 50« 45' 41", ^ = 20« 52' 27",74 ; 

b) w = 5, 9> = 36« 52' 11",7, ^ = 53« 7' 48",3. 
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7ik m, a,b\ m = 364,308, a «= 328,49, b = 534,86. 
74. a, ^(am), ^{bm). 75. «, m, ^{bm). 76. a, m,y. 
Es sei CD die Mittellinie, ziehe DE^CA hiB zu BC. Hilfsdreieck 

77. fl, Ä., »I. 78. fl, Ä., ^(am). 79. m, Ä., ä^. 
80. bj m, Ä«. 81. m, ä., y. 

Fallt man in der vorigen Figur DF senkrecht auf CB, DG senk- 
recht auf CAf so ist DF=* ) h^, DG'='\ \. 

82. m^, m^, ^(m^, m^)=q>'y w«=3,39115, »1^=2,78390, 
q> = 27» 29' 10". 

83. m«, -^ ('''•^)> "^ (% ^)« Ö4. 1»^, »1^, £?. 

85. /»., c, ^ (% c). 86. m,, -^(m.c), ^{m^c). 

87. »I„ m^f C. 88. I»«; ^e; '^i^e^c)' 

89. Ä = 77, <^ (»I. c) =t= 90», < (m,, c) = £ = 
36« 29' 15",6. 

Die drei Mittellinien theilen einander im Verhältniss 2:1. 

90. a + b — c = d,a,ß. a)rf = 5, « = 76^, /J=540; 
h) d= 36,5, a = 60« 46' 12",5, ß = 51» 18' 3l",4. 

91. ö + Z»4-c = 25, Ä, a; 25=100, Ä = 30, «=50^ 

92. a + b + c = 2s, q, cc. 93. b -}- c — a = dy h, ß, 
Construire ^, bezw. 2«. 

94. Ä« + Ä, = if, &, /J; 5 = 120,981 , * = 65, /J = 
31« 53' 26",8. 

95. K+K, Cy ß. 96. Ä.+Ä„ AT, c. 97. ä.+ä«, /J, ö— c. 
98. a -{- Cy Ä., Ä,. 99. « + ^» ^a + Ä«, i>. 

100. Ä. + Äe, a, /*• 101. ö + c, Ä. + Ä., a. 

Yerläneert man CB um ßE='BAj zieht durch £ die Parallele 
zu ^^ und verlängert die Höhe CD bis zum Durchschnitt mit der 
Parallelen in (r, so ist, wenn man BF senkrecht auf EG fallt, 
/^BEF^ABff (wenn ^ Ä^ die Höhe auf i?C ist), daher CG ^h^ + hc, 
und im rechtwinkeligen Hilfsdreieck CEG ausserdem ECt=a'\-c, 
^CEG^ß, 

102. h, — h^^d,a,y', d= 8,7508, a = 154« 56' 32",6, 
y = 18« 41' 52",6. 

103. K—K=d,b,ß', £^=22,2, 6=41, /J=36«52'll",6. 

104. h, - ä;= d,a + c = s,ß]d = 359,7621, ß = 87« 
55'0",35 5=530. 

105. h, — K} ^, ß' 106. K — h^, ö, /S. 
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107. h^-- h^^a^c. 108. a — c^KtK* 

109. a— c^ h„ — Ä., b. 110. Ä, — - Ä., ö — c, cc. 

Tra^e ^£ «. ^i4 auf ^C ab, ziehe die Höhe CD und i?(r parallel 
zu BA bis zu (7Z>, so ist im Hilfsdreieck CEG, CG^hc—K,CE = a — <•, 
^CEG = ß. 

111. (>. — p, Ä, /J. 112. p. — (>, ö, b. 113. 9. — (>, a, /5. 
114. 00., a, ß. 116. 00., a, &. 116. 00., Q.— Q, ß. 

117. 00., a, b. 118. 00., a, ß. 119. 00., (>. — q, b. 

Ist Oa/> senkrecht zu ^^ und OE parallel zu ^B bis zum Durch- 
schnitt mit OaD gezogen, so ist im rechtwinkeligen Dreieck OaOJS, 
OaE^Oa-^Q, OE^a, ^OaOE^\a. 

Zieht man entsprechend OhF\ AB h\& zum Durchschmtt mit O« Z>, 
so enthält das rechtwinkelige Dreieck 0.0^, F die Seiten Oa F 
= ^.—96, O^F^a'\'h undden Winkel 0.0» Z'« 4 (a — ß). Zieht 
man femer durch <Jie Parallele mit BC und fällt von 0« die Senk- 
rechte Oa auf diese Parallele, so ist im Dreieck O.G^ ^•^=»^« + 9, 
00 » 6 ~ c, <^ 00a » 4 (|3 — ^). Zieht man endlich durch Ob die 
Parallele zu ^0 und fällt auf dieselbe von 0. die Senkrechte O^H, 
so ist im Dreieck 0. 0* H^ O.Ä^p.-f- p^, Ot Zf =-c, "^ObO.Ä» -^y. 
Hiemach können zu den Aufgaben 111 --119 zahlreiche analoge ge- 
bildet werden. 



B. Aufgaben, welche zur Einübung der algebraischen 

Methode ohne Anwendung eines vermittelnden 

Stücks (r) empfohlen werden. 

1. r, a, /J; a) r = 1, a = 60«, ß = 80«; 

b) r = 34, a = 36« 25', ß = 61« 27' 40". 

2. r, ö, /?; r == 358,65, a = 668,00, jS = 17« 56' 42",9. 

3. h^r,b\ Ä = 1, r = 2^, «> = 4. 

4. i> + c = 5, r, /J ; 5 = 1256, /? = 4« 34'52",4, r c= 1984,4. 

5. Z> — c = £f, r, y; rf= 242, y = 4«14'3l",9, r = 831,4. 

6. r, a, /J — y = *; r= 2025,05, « = 597, *= 5«41'47". 

7. r, ö, &. 8. & — c, r, j8. 
Durch r und a ist «, durch r und a ist a bestimmt. 

9. F, Ä., h^\ F= 45, Ä. = 8, Ä^ = 9. 

10. FfP — q^ h] F= 1680, p — g = 66, Ä = 40. 

11. ^, Ä, «. 12. F,h,ß. 13.c:h,F,a. 
Durch F und h^ ist c bestimmt. 

14. Ä. : Äft, ö, y. 15. Ä. : ä^, ö, c, 16. Kih^ih^, a. 
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17. a + b, h^, Ä|; ö + & = 15,0771, Ä.= 3,8893, Äj—7,6603. 

18. a — b, Ä., Ä^. 
Durch ha'' h ist b : a gegeben. 



19. a : & = I» : n, a, c; m : n = 
a = 45« 38' öl". 

20. a i b = m : n, h, Bin a] m : n 
sin CK c» 0,2345678. 

21. a :by a^ h. 22. h^ : h^, a, c. 
24. Ä. : Äj, a, r. 

Durch a : 6 ist sin a : sin ^ gegeben. 



0,735, c «= 91,37, 



1 : 1,2, h = 5,5, 



23. Ä. : Ä», a, A,. 



25. a, &, a — /J = *; a = 1,7320, b «= 1,4142, * = 15». 

26. ö : ^ = »I : n, c, y; »i : n = 40 : 17, c = 205, 
y = 81® 12' 9",3. 

27. a ib^^m : nyC,a — ß'^S] m : n = 17 : 10, c «= 27, 
d = 98<> 47' 50",7. 

28. Ä ; 6 = »I : «, c, r; m : n «= 5 : 4, c = 83, r = 45. 

29. a — & = rf, a_/J=:d,y; </= 13, d = 5«10'36",2, 
y = 55» 17' 31",0. 

30. a + b^s,a-^ß^d,yi$= 1309, * = 107^31' 59",1, 
y = 42» W 28",5. 

31. ö2 — ft2 = /*2, a — /J = a,y; P« 117135, 
* = 31» 35' 40",2, y = 82» 60' 50",4. 

32. a : b ==^ m : rij a : ß =^ m' : Hj h; m : n ^= 4161 : 2809, 
/n' : n' = 3 : 2, Ä = 201,332. 

33. a : Z> = ff» : n = 8 : 13, a : /J «= 1 : 2; gesucht a, ß, y, 

34. ft + c = 5, r, a; s = 50, r = 20,042, a — 93Hl'42",8. 

35. b-\- c = s,r,a'^ 5 = 51,73, r = 19,36, ö = 30,70. 

36. a — b = d, c, r-^ d ^ 349, c = 365, r = 876,48. 

37. « + ft + c = 25, r, a; 25 = 250, r — 73,225, 
a == 43» 36' 10",14. 

38. a + b'{'C = 2$f c:b = v, ß; 2s — 810, t; — 13 : 16, 
ß = 148« 34' 57",8. 
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39. b — Cfr,a. 40. a + * — ^i ^j ^' 

41. a + ft — c, r, y. 

Durch a : 6 «B sin « : sin fl und « — ^ = * oder y — s iso® — (« -|- ^) 
oder a : ^ sind die Winkel bestimmt. Tangentensatz. Mollweide *8cher 
Doppelsatz. 

42. »2 - c« = /•», j8, y ; a) r i= 50103, /J = 85» 11' 58",6, 

y = 15Ml'2lV; 

b) /•« = 208, ß = 61» 65' 39",1, y = 58»6' 33",2. 

43. b^ — c^ = A a,a', a) /* = 2679, a = 146» 36' 5",4, 
ö = 109; b) f^ = 12, = 6, a = 26« 18',5. 

44. 6' — c^ = A ö, /S — y — *; /« ^ 463443, a = 723, 
* = 36» 16' 44",2. 

Aus d(Bn Mollweide'schen Gleichungen folgt 

(b* — c*) sin « =B a* sin (^ — - y). 

45. «>2 + c2 = 5« = 1769, a = 37, a = 67» 22' 48",5. 

46. b.c = p^ = 43862, ö = 409, a = 150» 8' 14". 

47. a^ + ü>2 + c« = ^« = 110, bc = p^ = 42, 
a = 440 24' 54". 

48. ö — fc + c = rf= 2514, bc^p^^- 536775, 
a=1640l4'16",2. 

49. i> + c — a = rf = 300, 2>c = p« = 169647, 
a = 730 56' 67",2. 

60. a + b + c^2s=- 107, bc =p'^ = 759,5, 
a = 135« 54' 32",4. 

51. Z> + c = s = 30, if» = öO, a = 28« 37' 25". 

52. ö — * = d = 353, y = 6« 1' 32 ',1, F = 40926. 

53. 2>2 + c^ = /^ = 330514, a= 166«8'22",9, F= 11946. 

54. /* = 84, a «= 14, ^2 .^ c^ = /^ = 394. 

55. F = 240, c : Ä = t; = 10 : 3> a.b=p'^^ 481. 

56. c = 9, Ä = 7,79423, a.ft = p« „ 81. 

57. -F, c, y, oder Ä = 120, c = 90, y = 15« 22' 37". 

58. F= 172200, r = 430,63, a = 861. 

59. a + b = s^SO, c = 10, ^ = 50, oder s = 610, 
c = 600, h = 44. 

60. ö + & + c = 2««=3844, F= 411990, 
« = 110« 1' 69",9. 
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61. 2> + c — « = 2d = 26, « — 144»65'47",3, /*= 26208. 

62. a + ^ = 5 — 14, Ä — 6, y = Ö9<> 29' 24". 

63. a — h^d^ 144, Ä — 28, y = 23« 43' 10",4. 

64. ö + fe + c = 2« = 1962, h = 273, y = 96» 7' 48". 

65. h = 429, r = 601f ,' y = 105» 29' 41",2. 

66. a — c = <f = 2, ^ = 724, h ^ 76. 

67. Ä = 16, « = 34, ft* + c« = /^ = 5314. 

68. Ä = 9, a = 41, c2 — i5>2 = <P = 559. 

69. jP -= 36, a = 3y b^'-c^ =:d^ = 51. 

70. a + Z> + c = 25=738, y = 104» 53' 51", 
^ — Ä = rf = 208. 

71. b + c = s= 1352, a + c«s'= 1631, 
a = 61» 21' 0",3. 

72. b+c=s=lS32, a+c^s =2S31, y = 54H1'59",1. 

73. a + b + c = 2s = 202S,a — b=^d=191, 
a == 123» 18' 48",4. 

74. a + b + c = 2s = 2500, a — b = e/ = 423, 
y = 80» 3' 37",9. 

75. ö + ^ 4-c = 2s= 1812,,ö — ^ = <^=59, 
ß = 50» 41' 32",Ö. 

76. P + c^ — a^b + c, a. 

77. b + c, fl, ^. 78. b — Cyü^ F. 

79. ft — c, ^, a. 

a> SS 5* + ^* '— ^c cos a s (*+c)* — Abc cos 4 a« » (6 — c)« + 4Jbc sin ^a* 
= (6 + c;« sin ^a« + (ft — c)« cos 4««. 

6 + c = ]Kö* + 4/'coteia, 6 — c — ^^fl« — 4Ftang^«. 
Formeln für 8in|^a und cos^a aus den Seiten. 

80. b + c = s= 973, h = 195, a = 773. 

81. 2» + c = 5 = 883, h = 231, /J = 23» 57' 8",1. 

82. ^ = 4, i + £? = 5 = 28, ö = 14. 

83. ^) = 99, ft + c = 5 = 728, a = 57» 5' 18",6. 

84. p = 24, 2> — c = dr = 1152, a = 1200. 

85. Q, b — c, ß. 86. ()«,a + *>^- 
87. Q^f b + c, a. 88. ()», « + *,«. 
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89. Q = 336, h «= 800, c = 1869. 

90. Q = 216, h = 1200, y = 24^ 57' 29",3. 

91. p = 4, a + i5» + c = 25 = 42, a = 53« 7',8. 

92. 9 = 1134, a = 1260 36' 2",3, und der Abstand des 
Berührungspunktes auf a vom Eckpunkt C, d = 544. 

93. Q, flr, a; a) 9 = 1, ö = 3,25, a = 53<^ 7',8; 

b) 9 = 115,5, fl = 533,0, a = 76» 18' 52". 

94. 9. = 76, a = 120, a = 29» 51' 46". 

95. 9. = 1800, i> = 1013, j8 = 58» 6' 33",2. 

96. Q = 38j\, a = 188, ß = 78» 34' 43",7. 

97. Q = 224, r = 596,54, a = 1040,00. 

98. 9 = 38, r = 86, cc = 64» 12'. 

99. Q = 13f, Q, = 42^, ö = 61. 

00. ö 4- i> = 5 = 3421, 9 = 55||, p, = 222. 

01. 9., a + *, c. 102. 9^, b + €,a. 103. 96,« + ^,«. 

5~ 



t^ng 



*« + c 



.-/ 



{5-6)(Ä-c) 



5— ß 



^6 



iS.(Ä— ß) 

04. w« = 2 j/37, »ift = I j/605, a = 14. 

05. m^ = 1,5, ö = 1,73206, b + c = s = 3,46410. 

06. m^ = 99,619, a = 17,432, b — c = d = 0. 

07. w. = 0,86603, m, = 0,86603, «^ + c^ = /^ «, 2. 

08. m^ = j/l3, /w, = i /73, a^ + b^ =^ P = 25. 

09. »>a = 3,60550, m^ = 2,64576, m, = 2,00000. 

10. ö = 32, b^ + c^ = f^ = 5292,88, m, = 28,1. 

11. ö = 185, b^ — c'^ = d^ = 9039, »i^ = 153. 

12. w. = 308, a = 150, cc = 27» 32' 16". 

13. h^ = 399,00, m^ = 452,76, a = 550 16' 30",3. 

U. w. = 29,723, a = 36,324, ^{m^h^) =g> =^11^ 16' 2S'\ 

15. »la» ^^> «• 116- ^a? *^J «. 

■SB 2 »i * + 4^a*; i a' = »»^* — bc cos a = m^* — ah cotg a. 

17. a + b^s = S50, u = 223^, t; = 692^f . 

18. u = 126,46, t; = 569,54, y = 120« 10' 4",9. 
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119. tt = 445,6, V = 138,4, ß = 72» 30' 2r,6. 

120. w = 684,10, a = 866,02, b = 788,01. 

121. w = 17J^, c ==: 48, ö : ft = « : n = 7 : 25. 

122. w = 45, c = 56, y = 63« 46' 53",6. 

123. w = 440, Ä + 2^ = 5 = 1042, y = 64« 45' 24",6. 

124. w = 285, a + b = s^ 586, <; = 136. 

125. w = 39,803, A = 39, y = 151« 4' 23",4. 

126. w = 18,4087, Ä = 18, ä : & = i» : n = 41 : 15. 

127. M^ = 20, tt = 12, v = 8. 

u:v = azb; a&="ii» + io'; to ^ 2 a6 cos^y : (a -|- &); 
c* = (a + &) (a + 6 — 2io C08 ^y); ä : ir — COS 4 (a —• ß). 

C. Aufgaben, welche zur Einübung der algebraischen 
Methode unter Yermittelung der Hilfsgrösse r 

empfohlen werden. 

a. Gegeben seien zwei Winkel und ausserdem: 

1. ab = p2. p2 = 6222; a = 66» 59' 25",4; 
ß = 330 23' 54",6. 

2. F, F= 4740; a = 136« 23' 49",9; ß = 28« 24' 48",7. 



3. 00^. 

6. Qa + p*- 

9. a2 + &2 — c^ 

12. tfi. 

15. ä; + V. . 

18. c + v. 

21. u. 

24. ä; + V + v. 

27. »I. 

30. V«+(>6+ 9e. 



4. O^Oe. 

7. (>. — (>6. 

10. ä;. 

13. F^. 
16. V — Ä/. 
19. V — V'. 
22. Q + Qa. 
25. ö^ + i^^ 
28. a + b + h. 
31. V — V- 



5. ()e« 

8. ö2 _ 15,2. 

11. V. 

14. 5,. 

17. ä; + V'. 
20. p, + ;i. 

23. r -^ Q. 
26. c + Ä. 
29. m;'. 



32. ((>. - (>) + (^, - (>) + (q. - p). 

33. (Pa +q) + (q, + q) + {Qc + 9). 

34. 00^/0,0,. 35. 0*0.2 _ oojt, 

36. c — ^, = <? = 80, a = 430 1' 23",5, ß = 86« 3' 0",4. 

37. W] 9) w = 0,973, ß = 63« 18', y = 76« 34'; 

h) w = 734,3416, ß = 57« 15' 12", y = 46« 48' 16". 
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b. Oegeben seien ein Winkel, ein Yerbältniss und eine Strecke 

oder Fläcbe. 

1. a : V «=- 24 : 7, /J = 58« 6' 33",1, c = 329. 

2. a : V> ^, /*. 3. V' • Ä«'; «> b, 

4. ä; : Ä/', «, »,. 6. (Ä. + Ä*) : (« + *), «, C^. 

6. 00^:0,0., ß, c. 7. 00^:0,0,, ß, Q+ h^^ 

8. (q.- 9): 00., ß, 0,0.. 9. ((>. + (>,)• ö. «m ft Pa— 9- 
10. ((>.— p) : ((>*+ 9.), /J, ^. 11. (p« — 9) : ((>* + pc), ß, r. 
12. (p. + Q,) : c, «, r. 13. Q : w', «, tn. 



14. a :j»*, y, c, 15. Ä/ : V> ß, ^^ 

16. 9 : Qaf h y. 17. (Ä, — K) : (a + h\ y, ^. 

18. 00« : 00,, ß, h. 19. c : h, y, q.. 

20. V : Ä., a, /*. 21. £i : h,\ y, c. 

22. Qir, y, h. 23. p. : (>», y, r + ^. 

24. p: p., a, 0,0.. 

c. Oegeben seien zwei Verhältnisse und eine Strecke oder Flficbe. 
1. p, : ö, p, : Ä.', m;.. 2. flfi : ö, (Ä» — Ä.) : (ö — ^>), q^ . 

3. (V + V) : (« + *), K : Ö'., ^. 

4. (Ä. + A») : (a - b), (a.+ &) : (p, - 9,), r. 
ö. (9 + 9a) : (P* - 9.)> (P + c):{9 + «>.), Ä. 



6. c : (ö 4- *), r : p, A. 7. c : (ä + *), r : 9«; « — ^. 

8. c : («+*), ?•: p*, Ä. + Äj. 9. p : q, 9 : hy a + b. 

10. p:q, 9*'^f ^ — ^^ 11- P : ^; 9 : (>c> « + * + e. 

12. a : ^^ (» : Ä, r. 13. a : b^ 9 : h^ u — v. 

14:. a:by c : Ä., Ä«. 15. a : b, c : h, p ^ q. 
16. Ä. : Pt, ö : Paf w.. 

d. Gegeben ein Winkel und zwei Strecken oder Flächen. 
1. r, a^ + b\ a. 2. r, «*, a. 3. r, ä« + h,, a. 

4. r, p — ^, a. 5. r,p — ö', y. 6- c, (>. + 9», a. 

10. A., (). — p, y. 11. Ä., (). + ()5, /J. 12. (>, p,, y. 
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13. p« , 9e, y 

14. r, flf -f- ^, a — /J. 
17. r, ä2 + V^y y. 

20. a + ^>, i? — q, y. 
23. r,p.— p»,a-/J. 

26. c, pe + ?, y- 

29. p — ^, p.+ 9My. 

30. r, u;, a — /S. 
33. r, F, y. 

36. r, p, y. 

39. a — ^,pe» « — /*• 

41. Ä.% Ä.''; /*. 

44. ö -f- * + ^; Pa + 

45. Äe,Ä. + Ä», y. 

47. a— &,Ä+Pei«— /*. 

50. Ä,Ä'+ft2-c^y. 

51. r, Qy a — ß. 
53. r, pe + p, a. 
56. ö+ft+c, Ä+p^y. 

59./i.+Ä6,P«ia— /*• 



16. r, h^ — Ä., y. 

18. r,Ä.+Äj,a— /J. 

21. m;;', m;/', y. 

24. r, (>.— p»,y. 

27. a+^ pc — p,y. 

31. r, ö^, y. 

34. h, Qa + 9t, y- 

37. r, Ä — (>, a — ß. 

40. r, p, y. 

42. 00., 00», y. 
()»,« — /». 

46. « + &, ?.,y. 

48. a + ^, h, a—ß. 

52. r,Q„a — ß. 

54. c, pe — P> «• 

57. r, Pa — P*,«- 

60. W?, ^+Pe;y. 



16. r, tt — v, y. 
19.a+ft,Ä.+Ä»,ir-/J. 
22. r, (>. — (>, a— /J. 
25.a+ft+c,().,a-/J. 
28.a+Z^,9.+(>»,a-/l. 

32. r, Ä, « — /J. 

3ö. /*, p. + ft,y- 
38. ö — &, (», a — ß. 

43.ö+ft+r,9.+p„a. 



49. ö+i^+£?,Ä,a— /J. 



55. ö+ft+^,p«— p*,«. 
58. ö — ft, p., y. 



e. Gegeben ein Yerhältniss und zwei Strecken oder Flächen. 
1 . (b—c) : (p*— pe), ö+^p+Pc . 2. (p.+p») : 0. 0», ö— &, p+p, . 
3. (V — Ä/) : (flr — b), h^,b^. 4. (p.+ p,) :r,f^ — Q,00^. 



5. c : (a — fc), Ä« + Ä», p — ^. 

7. (ä— *) : (p — ö'), Äfc— Ä..W — V, 

8. c : («+^), r, 11 — r. 
10. Qc'-hf c, hf, — Ä.. 
12. Q^:(f,r,u — V. 

14. Q»:Qi,,p,q. 

15. p. :Ä, a + ^>P'~"^• 
17. p« : Pi, c, ö + ^. 
19. a:b,Q^, Q^. 



6. (a+Z^): (p — g), c, Äfc — Ä.. 

9. (ti — v) : (ö — i>); c, p. 

11. p:Ä, Äfc — Ä.,p — q. 

13. p.:p»,Ä* + Ä.,p~^. 

16, Q„: Q, c, a — b. 

18. aib^p — q^ u — V, 
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f. Gegeben drei Strecken oder Flächen. 
1. fl+6, Ä.+Ä», r. 2. c, r, ä^—V^. ^a-^-b.Q.+Q.Q^'^Q^. 

4. a—hj Q^ + Qy r. ö. K, t/, v. 6. p— g, r, (>.-f- c>* • 

7. r, m;, aft. 8. p — ^, r, oft. 9. /; a'+^* — c*, h. 

10. (>e, ö+* + ^»^- 11- ?»^— ^»9a+^6- 12. ^.,a + ^ — ^, 2!^ 

13. fl+^,Ä.+ Äj,/'. 14. a,p,'u. 15. «*+*' — c\abyza. 

16. c, r, Ä — p. 17. r, A, q. 18. ti— v, ^e — P>«+^* 

19. p—q,r, Q. 20. r, a-f-^ Ä. 21. r, a2 + &^ h. 

22. c, a+^, /*. 23. u, v, a^—b\ 24. a+b,p—q, u —v. 

25. Ä., h^, K. 26. c, /; Q,. 27. c, Z', 9e + (>. 

28. Ä, tt;, a + ^+c. 29. r, (>, (>^. 30. a — h^h^ — h^^ q^. 

31. 9, (»•,(>». (Berechne (>. — p, (»^ — p, (>:sin^y). 

32. p«, (>t, ()e (analog 31). 

33. p«, 9k, (>o + Q' 34. Ä, /*, (>. 35. Ä, (>, p«. 

g. Aufgaben, in welchen eine oder mehrere Bedingungen 

gestellt sind. 

1. Gegeben: a^h. Es soll a = 2/3 sein. 

2. F^ ab. Bedingung: a =» 2/3. 

3. t/; t;. Bedingung: a = 3/3. 

4. m. Bedingungen: F ==^ q . Q^y ß = 2y. 

5. y, r. Bedingung: ^.+ 9^=9 + ^,. 

6. Die Radien Qaf Pb« 9« sollen eine arithmetische Reihe 
bilden, und a — y soll gleich 2 ß sein. Gegeben b, 

7. Die Winkel a^ ß, y sollen eine arithmetische Reihe 
bilden, und der Inhalt des Dreiecks soll doppelt so gross sein, 
als der Inhalt des Dreiecks seiner Höhen-Fusspunkte. Gegeben h. 

8. c, h. Bedingung: ab = 2uv. 

9. Cy y, Bedingung: a^ = c^ -j- 3ft^. 

D. Aufgaben, welche auf Gleichungen höherer Grade 

führen. 

1. r, ö + ^, & + c, oder r, — byb — c. 

2. a+2>, Ä«, r. 3. Ä«, ö+2>+c?, r. 4. a — /J, a+^, r. 

5. Ä„, Äj, r. 6. « — /8, A4, r. 7. /*, + ^, r. 

8. Fy a — ßy r. 9. r, p, a+ft. 10. a, &, q. 
11.« — ßi^iC. 

Was ist über die Fälle zu bemerken, in denen gegeben 
sind: 1. Ä«, ft, y; 2. r, a, a; 3. «:&, a, /S? 
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Eingekleidete Au^ben. 



[§•28. 



R Tafel schiefwinkeliger Dreiecke zu §. 27. 



Nr. 


«^a 


*^* 


»^0 


m 


«* 


m 

e 


1. 


12,9688 


11,2173 


12,0934 


12,9711 


11,2361 


12,1665 


2. 


34,2857 


146,9483 


28,3332 


79,4119 


146,9906 


72,1110 


3. 


43.3705 


109,1389 


20,8166 


71,2057 


109,9657 


43,8292 


4. 


58,1843 


403,9651 


49,3163 


209,4570 


403,9954 


199,0603 


5. 


16,3270 


37,9186 


13,1590 


23,2863 


37,9770 


19,2094 


6. 


20,0109 


39,6606 


12,5552 


27,1708 


39,9531 


17,6918 


7. 


58,6487 


100,9396 


66,2331 


63,9707 


101,0557 


72,1110 


8. 


74,2107 


228,4683 


70,9143 


126,1489 


228,4781 


120,9339 


9. 


154,7447 


261,8160 


60,7666 


203,7210 


268,1832 


88,4590 


10. 


83,4862 


216,8346 


28,6107 


143,1860 


217,9601 


80,0662 




00^ 


00, 


00, 


0,0^ 


Ö.Öo 


0.0^ 


11. 


270,0010 


86,9296 


261,4368 


316,0010 


406,6715 


330,0096 


12. 


76,0263 


87,4643 


91,2688 


152,0626 


146,7788 


143,4224 


13. 


81,7268 


76,8024 


63,0714 


122,6887. 


126,3373 


133,1607 


14. 


30,0463 


32,6000 


18,0278 


45,0694 


43,3333 


51,0786 


16. 


146,7738 


170,0000 


106,9008 


242,9664 


226,6667 


262,3928 


16. 


129,6919 


114,2366 


187,3232 


269,3839 


266,6621 


221,3820 


17. 


139,4146 


99,0060 


137,2963 


209,1220 


231,0118 


210,6196 


18. 


169,0976 


129,4681 


192,4312 


281,8294 


302,0923 


266,4432 


19. 


290,0000 


190,3943 


241,1661 


386,6667 


444,2534 


418,8675 


20. 


166,4690 


215,0681 


173,1186 


330,9381 


301,0814 


327,0015 



§. 28. Eingekleidete Aufgaben. 

a. Aufgaben aus der praktischen Geometrie. 
a) Bestiminang horizontaler Entfemongen. 

1. a) Um die Entfernung zweier Punkte Ay B zu bestimmen, 
zu denen man nicht gelangen kann, ist eine Basis C D = a nebst 
den Winkeln ACD=y, BCB = cc, ABC = ß, BBC==S 
gemessen worden. Man berechne AB auf zwei Arten und gebe 
eine zur Probe dienende Gleichung an. Die Basis CB soll AB 
nicht schneiden. «=2000, a= 52040', /S «= 57M', y = 96«40', 
8 = 87« 15'. 

b) Zur Bestimmung des Abstandes AB der Strom -Pfeiler 
der neuen Coblenzer Brücke wurde auf dem linken Flussufer 
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eine Standlinie CD =» 103,142 Ruthen nebst den Winkeln 
ÄCD = 27» 52' 53", BCD = 45» 21' 35", CDA = 37« 30' 52", 
CDS == 53® 48' 36",5 gemessen. Man soll jenen Abstand be- 
rechnen. (Der Strompfeiler am linken Ufer ist A.) 

2. Die Entfernung zweier Punkte A^ B soll aus folgenden 
Angaben berechnet werden: Eine Standlinie CB^ deren End- 
punkte zu verschiedenen Seiten von AB liegen, und welche die 
letztere Linie zwischen A und B schneidet, ist gleich a gemessen; 
ausserdem sind die Winkel BCD = a, BBC=^ß, ACD = y, 
ABC =8 bekannt, a = 350, a = 24» 16' 23", ß = 39» 42' 11", 
y = 20», * = 91^56' 24". 

3. a) Unmittelbar an dem einen Ufer eines Flusses wurde 
iSngs desselben eine Standlinie AB «= a gemessen, und an den 
Endpunkten derselben wurden die Winkel der Standlinie gegen 
die Gesichtslinien nach einem am jenseitigen Ufer stehenden 
Pfahl Cy CAB = ß, ABC=y bestimmt. Wie breit war der 
Fluss an dieser Stelle? a=412, ß = 68« 4' 13", y = 71^13' 10". 

b) Um die Breite eines Flusses zu bestimmen, wurde eine 
Standlinie AB '^^ a gemessen, welche dem Ufer des Flusses in 
einem Abstände gleich b parallel lief. Darauf wurde von den 
Endpunkten der Standlinie nach einem am gegenüberliegenden 
Ufer unmittelbar am Wasser stehenden Pfahl C visirt, und es 
ergaben sich die Winkel CAB = a^ ABC = ß. Wie breit war 
der Fluss an jener Stelle? a = 686,734, b = 42,952, a = 
740 16' 0", /S = 86<> 57' 45" 

4. Man berechne die Breite AB eines Flusses, wenn in 
der Verlängerung von AB unter einem Winkel a gegen dieselbe 
eine Standlinie CB = a angelegt ist, welche mit den Visirlinien 
von D nach den beiden Ufern die Winkel CBB = ß, CDA = y 
büdet. a = 57« 13' 15",3, a = 56, /S = 15» 31' 49",2, y = 
530 r 48",4. 

5. Die Entfernung der für einander unzugänglichen Punkte 
A^ B auf dem Felde zu berechnen, wenn für einen im Aligne- 
ment von AB liegenden Punkt C und für einen seitwärts liegenden 
Punkt />, CD = a, <^ BCD = a, ABC = /J, BBC = y be- 
kannt sind. a=4607, a = 95öl6',4, /J=52»47',9, y==24038',6. 

6. Von einer geraden Strasse geht unter einem Winkel 
von 30» eine Nebenstrasse nach links und 1^ Meilen weiter 
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zweite unter einem Winkel von 60° nach rechts ab. Auf 
rsten trifft man nach einem Wej^e von 4 Meilen einen Ort 
uf der zweiten nach einem Wege von 2^ Meilen einen Ort 
Beide Orte sind durch einen geraden Weg verbunden. Wie 
iflt dieser? 

7. Änf einem Schiffe erscheint ein Leacbtthurm in der 
imnng von a Ueilen unter dem Winkel ^ > 15" gegen die 
rung nach Süden , nnd zwar auf der Westseite. Wie viel 
n mnss das Schiff nach Südwesten segeln, damit der Leucht- 
a im Norden stehe? O = 4,4724, j3 = 52» 14'. 

8. Um die Entfernung der Funkte A uud D zn bestimmen, 
hen welchen eine Strecke BC unzugSnglich ist, hat man 
= 0, CD^b und an einem ausserhalb ^/) liegenden Punkte 
e Winkel AEB ^ a, BEC = ß, CED = y gemeeaen. 

gross ist BCi a = 244, b = 520, a — 82» 8' 22",7, 
21" 2' 29",7, y = 40" 14' 8",l. 

9. A, B, C seien drei unzugängliche Funkte, dagegen sei 
if der Verlängerung von AB über B, und E auf der Ver- 
irung von AC Über C zugänglich und BE^a, -^ BDE=a, 
^,'*=ß, BED^ y, CED = S gemessen. Man berechne 
gegenseitigen Entfernungen von A, B und C. a^ 289, 

56»8'41",9, /J= 9»57'45",4, y = 19» 49' 6",2, tf = 
19' 6",4. 

10. Auf den Standpunkten A, B, C wurden gemessen 
iAB = a, ABC-^ß, B01) = y, femer ist BC = a, 
= b. Man berechne AD, BD und CD. a = 68" 15' 53",3, 

58» 6' 33"2, y = 34» 41' 16",5, a= 159, b = 377. 

11. Von drei Punkten A, B, C seien die gegenseitigen 
jrauagen ÄC= o, AC = b, ji£ «= c gegeben. Ein vierter 
:t D liege so, dass von ihm aus B und C nach derselben 
tung, B zwischen D und C, gesehen werden, während A 
r dem Winkel ABB =^ S gegen diese Richtung erblickt wird, 
weit ist 5 von 5 entfernt? a = 82,73, ö=65,48, c=73,24, 

27» 18'. 

12. Von drei in gerader Linie liegenden Punkten A, B, C 
1 die Entfernungen AB^a, CB'==b bekannt; an einem 
en Punkte B seien die Winkel ABB = a, BDC = ß go- 
en. Man berechne die Entfernungen DA, DB und BC. 

232, & = 80, «= 85" 11'58",6, j3 = 46» 12' 45",4. 
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13. Wie kann man zu drei ihrer gegenseitigen Lage nach 
bestimmten Punkten A^ B^ C die Lage eines vierten Punktes D 
derselben Ebene (der jedoch mit jenen nicht auf derselben Kreis- 
linie und nicht in einer Geraden liegen darf) mittelst alleiniger 
Winkelmessung an letzterem bestimmen? (Pothenot^sche Aufgabe.) 
Gegeben: ^5=221, ^C = 480, BC=609, ^BDA = 
18« 55' 28",7, ^ ABC = 32» 37' 4",3. Gesucht: BB und AB. 
{AD liege zwischen ^i> und CB, A von B aus jenseits BC,) 

14. An den Endpunkten einer gemessenen Basis PQ = a 
wurden die Winkel der nach drei Punkten A, B, C gehenden 
Geraden CPQ=a, BPC=ß, APB==-y, A0P=8, AQB=s, 
B QC= g gemessen. Man berechne AB^ BC und A C. «=10987, 
«=29» 17', /5==3m9', y = 58Hr, d = 4l0 2l', « = 39^35', 
g == 350 30. 

15. Zwei Strecken BB^ BC einer Geraden erscheinen von 
einem ausserhalb derselben gelegenen Punkte A gleich gross. 
Man kennt die Abstände des Punktes A von den Punkten B^ B 
und C und soll daraus die wahre und die scheinbare Länge von 
BC berechnen. AB = 17,3204, AB = 20, AC -=^ 34,6408. 

16. Man will in einem Walde eine vierseitige Fläche ABCB 
von a O'" Inhalt abstecken und lässt zu diesem Zwecke von den 
Standpunkten A und B aus zwei schmale Gänge AC und BB 
durchhauen, die unter dem Winkel a gegen einander geneigt 
sind. Man sucht die Länge dieser Gänge , wenn sie einander und 
der Linie CB gleich sein sollen, ^i? = ö = 437, a == 47» 8', 
a = 4044. 

17. Die gegenseitige Lage der Orte A^ By ^ sei durch 
die Linien AB = c, BC = a und den Winkel ABC = ß be- 
stimmt. Von einem vierten Orte B (ausserhalb ABC), dessen 
Entfernungen von A und C bezüglich gleich ä und e sind, wäh- 
rend sich die Entfernung zwischen B und B wegen eines da- 
zwischen liegenden Berggipfels nicht direct messen lässt, soll 
nach B eine Eisenbahn in gerader Linie gebaut, und zu diesem 
Zweck soll der Berg durch einen Tunnel durchbohrt werden. 
Man berechne 1) den Winkel, unter welchem die Richtung der 
Bahn gegen die Linie AB, und 2) den Winkel, unter welchem 
sie gegen ^^ zu legen ist. . Nachdem dann die Strecke von B 
bis zum Anfang E des zu bauenden Tunnels gleich f und die 
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Strecke vom Ausgang F desselben bis nach B gleich y gemessen 
ist, berechne man die Länge des Tunnels, a «= 0,922875, 
c = 0,81548 Meile. /3 = 58<> 1', d ^ 0,287087, e = 0,58940, 
/•= 0,15401, ^ = 0,04901 MeUe. 

18. An den Endpunkten einer Geraden CD^ deren Länge 
sich nicht direct messen Ittsst, seien die Winkel der Gesichts- 
linien nach zwei Punkten ^, B^ nämlich ACB = a, BCD==ß^ 
CDÄ=^y, ÄDB^^=^8 gemessen; die Punkte Äy B selbst seien 
von C und D aus unzugänglich, aber ihre Entfernung AB = a 
bekannt. Man' berechne die Länge von CJ). a = 49® 13'57",2; 
ß = 15'> ir 21",4 = y, d = 116» 13' 22",6, a = 276,06. 

19. Zwei einander nicht parallele Bahnstrecken sollen durch 
eine co förmige Curve verbunden werden , welche aus zwei Kreis- 
bogen von gleichen Radien besteht und die eine Strecke in einem 
gegebenen Punkte Ay die andere in einem gegebenen Punkte B 
berührt, während die beiden zugehörigen Kreise ebenfalls ein- 
ander berühren sollen. Zu diesem Zweck sind in A und B Perpen- 
dikel auf der jedesmal zugehörigen Bahnlinie errichtet, welche 
sich in C schneiden, und die Linien AC = aj B€ = b nebst 
dem Winkel A CB = y gemessen ; man soll den Radius der Kreise 
berechnen. 

ß. Bestimmung von Höhen. 

20. um die Höhe SB eines Thurmes zu bestimmen, zu 
dessen Fuss H man nicht gelangen kann, sei in der Horizontal- 
ebene des letzteren eine Gerade AB = a in der Richtung nach 
ff nebst den Winkeln SAff=a, SBff = ß gemessen. Wie 
gross ist Sff? a) ö = 369,2, a = 15« 9', ß = 22<> 15' 12"; 
b) ö = 367, ß = 40« 26' 18", a == 28« T 11"; e) a = 500, 
ß = 25« 30', a = 12« 10' 30". 

21. Man berechne die Höhe einer Wolke, deren Schatten 
a Meter entfernt ist, wenn die Sonne mit ihr in derselben Yerti- 
kalebene steht, und der Höhenwinkel der Sonne gleich a, der 
Höhenwinkel der Wolke gleich ß ist. a = 89, a = 28« 55' 36",6, 
ß = 25« 59' 21",2. 

22. Auf einem Abhänge steht eine Säule ABy deren Höhe 
berechnet werden soll. Es ist zu diesem Zweck vom Fusse der 
Säule den Abhang herab eine Strecke BE == a, und von da 
weiter in derselben Geraden eine Strecke ED ^=^by und in E 
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und D sind die Winkel AEB = a, ADB =^ ß gemessen. Wie 
hoch ist AB? ö«=761, & = 60, a «= 80» 6' 20", /J «= 
68» 5' 30". 

23. Yom Fasspunkt eines auf dem Abhänge eines Berges 
stehenden Thurmes sei den Berg hinab eine Standlinie BD^==»a 
gemessen. In D und im Halbirungspunkt von BD sind die 
Winkel zwischen den Yisirlinien nach der Spitze und der Stand- 
liuie bezüglich gleich a und ß gemessen. Wie hoch ist der 
Thurm? fl = 386, a = 46« 14' 2",8, ß «= 60<> 30' 46",4. 

24. Auf einer Horizontalebene stehen zwei Thürme, der 
eine von bekannter Höhe h, um die Höhe des anderen zu be- 
rechnen, hat ein auf der Spitze desselben befindlicher Beobachter 
den Winkel a, welchen die vom Beobachtungspunkte nach der 
Spitze und nach dem Fusspunkte des ersteren Thurmes gezogenen 
Linien mit einander, sowie den Winkel /3, den die letztere Linie 
mit der vom Beobachtungspunkte auf die Horizontalebene ge- 
fällten Senkrechten bildet, gemessen. Wie hoch ist der Thurm, 
und wie gross ist die Entfernung beider Thürme von einander? 
h = 135,7, a = 27« 17' 38", ß = 65» 37' 63". 

25. In der Horizontalebene des Fusses ff eines Thurmes 
Sff sei eine Basis AB ==> a nebst den Winkeln BAff^^a, 
ABB <= ß, SAH=^Y^ SBH=^8 gemessen. Man berechne 
die Höhe SB des Thurmes auf zwei Arten und gebe eine zur 
Probe (oder Ausgleichung der Messungsfehler) dienende Gleichung 
an. tf = 90, a = 56» 33' 10", ß = 35« 26' 21", y = 65« 23' 4". 

26. Man berechne* die Höhe SH eines Thurmes aus dem 
Winkel a, welchen die von seiner Spitze S nach zwei Punkten 
^, ^ in der Horizontalebene seines Fusses gehenden Gesichts- 
linien mit einander bilden, und den Entfernungen der beiden 
Punkte von einander und von dem Fusse des Thurmes. a «= 
440 14' 48",7, AB = 300, AH = 198, BH= 399. 

27. In A erscheint eine a Meter hohe Wolke in Südost 
unter einem Höhenwinkel gleich ß ; B liegt h Meter südlich von 
A auf derselben Horizontalebene. Unter welchem Höhenwinkel 
erscheint hier gleichzeitig die Wolke? «=160, & = 233^\, 
ß = 34« 42' 29". 

28. Berechne die Höhe eines Luftballons, welcher in A 
unter dem Höhen winkel a in der Richtung nach Nord -Nordosten, 



l 
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in B gleichzeitig unter einem Höhenwinkel gleich /} in der Bich- 
tnng nach Nordosten gesehen wird, wenn die horizontale Linie 
^^ = Ä ist a = 20* SC, /l = 36« 43', a = 27|| • 

29. Von einem Luftballon herab erblickt man die beiden 
Orte A nnd B anf der Erde bezfiglich unter den Depressions- 
winkeln a und ß, wShrend die Entfernung beider Orte von ein- 
ander gleich c ist und vom Luftballon aus unter dem Gesichts- 
winkel y erscheint. Wie hoch befindet sich der Ballon über der 
Horizontalebene, in welcher die Orte A und B liegen, und wie 
weit ist derselbe von letzteren entfernt? a = 72^®, ß = 30^^, 
y = 25i», c = 1800. 

30. Von drei Punkten A^ B, C einer horizontalen Stand- 
linie, in welcher AB ^=aj BC^=h gegeben ist, sind die Höhen- 
winkel zu der Spitze eines Gebäudes bezüglich gleich cCy ß, y 
gemessen. Wie hoch ist dasselbe? a = 50, b *= 30, a = 
9«29'41",6, /J = 51öl4'0",0, y = 27« öl' 0",0. 

31. Von einem Punkte eines Abhangs, der tiefer liegt, als 
die Spitze eines am Fusse der Anhöhe stehenden Thurmes, misst 
man den Abhang hinab eine Standlinie gleich a, deren Ver- 
längerung den Fuss des Thurmes treffen würde, bestimmt an 
ihren Endpunkten die Höhenwinkel /), y der Thurmspitze und 
an einem beliebigen Punkte der Standlinie den Depressionswinkel 
d des Fusses des Thurmes. Wie hoch ist der Thurm? a = 10*", 
ß = 37<> 12' 41",5, y «= 60» 8' 14",0, ä = 72» 56' 18",5. 

32. Um die Erhebung der Spitze S eines Berges über das 
Niveau eines an seinem Fusse liegenden Ortes A zu bestimmen, 
ist in der durch A und S gehenden Vertikalebene eine nach 
der Spitze ansteigende Strecke AB = a nebst den Winkeln 
SAB = a, SBA =■ ß gemessen. In A ist ein vertikaler Mass- 
stab aufgestellt, und von B aus ist mittelst der horizontalen 
Visirlinie eines Nivellirinstrumentes auf dem Massstab die Höhe 
AC =h abgelesen. Man berechne die Höhe des Berges über dem 
Niveau von ^. a = 15, a = 43<> 40' 4",0, ß = 134« 1' 21",2, 

33. Zur Bestimmung der Höhe AB eines Berges über dem 
Horizont eines Punktes C sei auf einer von C gegen den Berg 
ansteigenden Ebene in der durch C und die Spitze A gehenden 
Vertikalebene die Strecke CD = a gemessen. In C und D 
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werde ein Winkelinstrument aufgestellt , dessen Höhe EC oder 
GD gleich h bekannt ist, und man messe die Höhenwinkel 
AEK = a^ AGL ^= ß. In 2> sei zugleich mittelst des horizon- 
tal gestellten Femrohrs desselben Instruments die Höhe MC «= c 
abgelesen, welche die Gesichtslinie desselben auf einer in C ver- 
tikal aufgestellten Latte abschneidet. Man soll AB berechnen. 
a = 79,0063, * « 3, a = 21» J4' 21",5, ß = 29<> 29' 13",6, 
c=4. 

34. Wenn die Sonnenstrahlen den horizontalen Erdboden 
unter einem Winkel von 55® 5' 58" treffen, so wirft ein Haus, 
welches dicht am Fusse eines Bergabhangs steht, auf die Böschung 
desselben einen 7"* langen Schatten. Wie hoch ist das Haus, 
wenn die Böschung des Berges in der Richtung des Schattens 
nnter 25^ ansteigt? 

y. HorizontalmeMungen verbunden mit Höhenmessungen. 

35. Wie weit sind zwei durch ein Thal getrennte Berg- 
spitzen Ay B von einander entfernt, deren Höhen über dem Stand- 
punkt C im Thale bezüglich a und h Dekameter betragen, wenn 
die von C aus gemessene Erhebung der Spitze A über die Hori- 
zontale gleich a, die der Spitze B gleich ß und die Projection 
des Gesichtswinkels ACB auf den Horizont gleich ^^ ist? a = 20, 
J = 15, a = 8» 35', ß = 10<^ 20', y = 140« 45'. 

36. An der Spitze S eines Thurmes SHy dessen Höhe 
gleich h bekannt ist, sind die Winkel, welche die Gesichtslinien 
nach zwei unzugänglichen Funkten Aj B der Horizontalebene 
seines Fusses mit der Vertikalen bilden, ASH^=^ a, BSH^=ß, 
und am Fusse B des Thurmes ist der Winkel BBA = y ge- 
messen. Es soll ^^ berechnet werden. Ä = 2000, a= 10^15' 10", 
ß=ß^T 20", y = 49<> 34' 50". 

37. A und B seien zwei Punkte, deren Entfernung sich 
wegen eines dazwischen liegenden Hindernisses nicht unmittelbar 
messen iSsst. An der Spitze C eines Berges (Thurmes), dessen 
Höhe CB über der gemeinschaftlichen Horizontalebene von A 
und B gleich h bekannt ist, sei der Winkel ACB = a, und in 
A und B seien die Elevationswinkel DAC = ßy BBC =^ y ge- 
messen. Es soll AB berechnet werden. Ä = 517',3, a = 
15« 12' 13", /3 = 21» 9' 18", y = 23» 15' 34". 
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38. Es seien Ay Bj C drei Orte auf der als Ebene be- 
trachteten Erdoberfl&che, und man habe in B den Winkel 
CBA^^^tty die Depression Ä' BA = 8 von A unter den Horizont 
von B und die Elevation CBC ^=^ a yon C über dem Horizont 
von i?, sowie in C den Winkel BGA = y bestimmt. Femer 
sei von B aus in der Richtung nach A eine Basis B D ^= a und 
in D der Winkel BD C =^ ß gemessen. Man berechne die Ent- 
fernungen der drei Orte von einander und die Höhen von B 
und C über dem Niveau von A. a = 24<> 11' 22",3, d = 
30 35' 0",0, 6 = 12» 40' 49",4, y = 144» 55' 47", 3, a = 200, 
/3 = 81» 12' 9",3. 

b. Aufgaben aus der Mechanik. 

39. Zwei Kräfte P, Q wirken auf ein Atom unter dem 
Winkel cc. Man bestimme die Grösse und die Richtung ihrer 
Resultante. />= 72 Küogramm, ^ = 96 Kgr., a = 72». 

40. Eine Kraft R soll in zwei SeitenkrSfte , welche be- 
züglich gleich P und Q sind, zerlegt werden. Welche Winkel 
bilden die Richtungen der beiden letzteren mit der Richtung der 
gegebenen Kraft? R = 91,82, />= 84,182, Q = 82,9033. 

41. Eine Kraft R soll in zwei Seitenkräfte zerlegt werden, 
welche mit der Richtung von R bezüglich die Winkel a und /3 
bilden. Wie gross sind die Seitenkräfte? Ä= 10000, a = 
70» 50" 12',5, /J = 30» 27' 45". 

42. Eine Kraft R soll in zwei Seitenkräfte zerlegt werden, 
von denen die eine gleich P ist und mit der- Richtung von R 
den Winkel a bildet. Man bestimme die Grösse und Richtung 
der anderen. jR = 233, />= 111, a == 82<> 8' 22",7. 

43. Eine Kraft R soll in zwei Seitenkräfte zerlegt werden, 
von denen die eine gleich P ist und die andere mit R den 
Winkel a bildet. Man bestimme die Grösse der anderen und die 
Richtung von P. Ä = 233, i^ = 296, a = 103» 10' 52",4. 

44. Eine Seitenkraffc P ist nebst den Winkeln a, /S, welche 
sie mit der anderen Seitenkraft und mit der Resultante bildet, 
gegeben; man berechne die beiden letzteren Kräfte. P == 3549, 
PlQ^a^ 92« 20' 17",8, P/R = ß= 18« 55' 28",7. 

45. Der Schwerpunkt eines Trapezes liegt sowohl auf der 
Verbindungslinie der Halbirungspunkte der parallelen Seiten, als 
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auch auf der Verbindungslinie der Schwerpunkte der beiden 
Dreiecke^ in welche das Trapez durch eine Diagonale getheilt 
wird. Man berechne den auf der ersteren Verbindungslinie ge- 
messenen Abstand des Schwerpunktes von der grösseren parallelen 
Seite üy wenn die beiden parallelen Seiten und die spitzen Winkel 
des Trapezes gegeben sind. Welchen Ausdruck erhält man 
ftir denselben , a) wenn die spitzen Winkel einander gleich sind, 
b) wenn die parallelen Seiten einander gleich werden ; c) wenn 
die kleinere parallele Seite gleich Null wird? 

46. Von einem Lanzen -Viereck, d. h. einem Viereck, in 
welchem zwei aneinander liegende Seiten unter sich und die beiden 
anderen ebenfalls unter sich gleich sind, seien zwei ungleiche 
Seiten a , b und der von ihnen eingeschlossene Winkel y gegeben. 
Man berechne die Abstände des Schwerpunktes dieses Vierecks 
von den beiden Eckpunkten, in welchen je zwei gleiche Seiten 
zusammenstossen. fl = 106, 2> = 65, y = 88® 37' 10". 

47. Zu beweisen: Halten sich drei an einem Punkte in 
derselben Ebene wirkende Kräfte das Gleichgewicht, so hat der 
Quotient aus jeder von ihnen und dem Sinus des von den Rich- 
tungen der beiden anderen gebildeten Winkels für alle drqi Kräfte 
denselben Werth. 

48. Zu beweisen: Zieht man von einem Punkte aus gerade 
Linien, welche bezüglich den Seiten eines geradlinigen Drei-(n-) 
Ecks gleich und gleichgerichtet sind, und stellen diese Linien die 
Grössen und Richtungen von auf jenen Funkt wirkenden Kräften 
dar, so sind diese Kräfte unter einander im Gleichgewicht. 

49. Zwei Körper fallen gleichzeitig von demselben Punkte 
ans, der eine frei, der andere auf einer unter dem Winkel a 
gegen den Horizont geneigten schiefen Ebene. Wie gross ist, 
wenn vom Widerstand der Luft und von der Reibung abgesehen 
werden kann, die gegenseitige Entfernung beider Körper nach t 
Secunden? a = 9^ 51', t = 3, g = 9»» ,808. 

50. Der Schall legt in jeder Secunde 333*" zurück, in A 
sei der Sehwinkel der geradlinigen Bahn eines Blitzes gleich a, 
die Zeit zwischen dem Blitz und dem Donner gleich b Secunden, 
die Dauer des Donners gleich c Secunden. Wie lang ist der 
vom Blitz durcheilte Weg? a = 43« 36' 10",1, b = n, c = 2| . 
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c. Vermischte Aufgaben. 

51. Ein Stab, dessen Länge gleich l^"^ ist, wai*f, als die 
Höhe der Sonne gleich a und letztere mit ihm in derselben Ver- 
tikalebene war, einen Schatten von a^ Länge auf eine horizon- 
tale Ebene. Unter welchem Winkel war der Stab gegen letztere 
geneigt? / = 87,192, a = 60» 41', a = 76,586. 

52. Der Höhen winkel der Sonne sei gleich a, und BC 
sei eine in der Ebene dieses Höhenwinkels auf der Horizontal- 
ebene stehende Stange. Wie gross ist der Neigungswinkel der 
letzteren gegen die Ebene, wenn die Schattenlänge a) ihr Maxi- 
mum, b) ihr Minimum erreicht, und c) wenn sie gleich BC wird? 

53. a) An zwei Orten C, I) der Erde, welche unter dem- 
selben Meridian liegen, sind bei der nämlichen Culmination eines 
Himmelskörpers die Zenithdistanzen y, d desselben beobachtet 
worden. Man soll hieraus, aus dem Breitenunterschied beider 
Orte CB D = ß und aus dem bekannten Badius der Erde 
CB = DB = r den Abstand des Himmelskörpers Ä von dem 
Mittelpunkt der Erde berechnen. 

b) . ^ und B liegen unter demselben Meridian, Ä unter a^ 
nördl. Breite , B unter /5® südl. Breite. An beiden Orten wird 
der Mond zur Culminationszeit beobachtet; es ist die Zenith- 
distanz in A gleich y^ in B gleich 8. Man sucht die Entfernung 
des Sterns vom Mittelpunkt der Erde in Beziehung auf den 
Erdradius als Einheit. «=48^8' 20", /J=20ö4'43", y=440l8'O", 
* = 25<>0'0". 

54. Ein Graben hat eine obere Breite von 18^^ seine Seiten- 
wände haben eine Neigung von 101® 18' 35",5 gegen den Boden. 
Wie tief ist derselbe, wenn bei einer Entfernung von 1*" von 
seinem Bande und bei einer Erhebung des Auges um 8^^ über 
dem Erdboden der Boden des Grabens verschwindet? 

55. Auf einem Billard ABCD^ dessen Länge AB = a 
und dessen Breite BC =^b sei, befinde sich in einem Punkte, 
dessen Entfernung von AB gleich x und von BC gleich y ge- 
geben ist, ein Ball. Unter welchem Winkel wird derselbe an die 
Bande AB anschlagen müssen, um quadruplirt einen in der Mitte 
des Billards stehenden Kegel zu treflFen? « = 9, &=«5, a: = ^, 



§. 28.] Eingekleidete Aufgaben. 175 

56. Die Eckpunkte eines gleichseitigen Dreiecks liegen in 
drei parallelen Geraden, deren mittlere von den äusseren um 
bezw. a"^ und b'^ entfernt ist; man sucht die Höhe des Dreiecks. 

57. In einem Dreieck ABC ist AC = 2,2307101, 
^C= 1,6329924 und ^ACB=SO^ gegeben. Ein zweites 
Dreieck DEF ist so construirt, dass E auf AC liegt und diese 
Linie in die Abschnitte AE=y2, 6rj? = 0,8164465 theilt, D 
auf BC, F fiMi AB liegt, und ««^ EDC = 45», ^ EFD = 60« 
ist. Was lässt sich von dem Dreieck DEF behaupten? 

58. Aus den drei Seiten a, ^, c eines Dreiecks den Inhalt 
eines ihm einbeschriebenen Dreiecks zu berechnen, dessen Seiten 
bezüglich senkrecht zu den Seiten des ersteren stehen, a =» 8, 
& = 16, c == 17. 

59. Auf jeder Seite eines Dreiecks sei — derselben nach 

einerlei Richtung hin abgeschnitten; wie gross ist n zu nehmen, 
wenn das durch die Theilpunkte der Seiten bestimmte Dreieck 
gleich dem nten.Theile des ursprünglichen sein soll, und wieviel 
beträgt der Inhalt dieses Dreiecks, wenn das gegebene die Höhen 
hy ?i und den beiden gegenüberliegenden Winkel gleich y hat? 

60. Im Innern eines Dreiecks ABC^ dessen Seiten bezüg- 
lich gleich tf, h^ c gegeben sind, sei ein Punkt P so angenommen, 
dass die Winkel APBy BPC^ CPA einander gleich sind. Man 
berechne die Werthe von 

S = PA + PB + PC. 
und 

2:=-PÄ^ + PB'^ + PC^. 
Für ein rechtwinkeliges Dreieck ist 

S = Vc^ + abj/S, U^c^ — ab'.ys, 

61. Die Abstände eines in der Fläche eines Dreiecks liegenden 
Punktes von den Seiten a, b, c seien beziehungsweise gleich 
^1 » ^n ^1 ^^^ ausserdem sei "^ öfj | &j == y^ , -«^ ^i I ^i = ^i fif®- 
geben. Man berechne die Seiten und die Winkel des Dreiecks. 
flrj = 14,9883; b^ = lb\ c^ = il\ «j = 106» 15' 36",8 ; y^ = 
126<>ö4'ir,6. 

62. Von zwei Punkten A^ B auf derselben Seite einer 
Geraden MN sind nach einem Punkte X der letzteren gerade 
Linien gezogen, welche mit ihr gleiche Wiukel bilden. Man be- 
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rechne die Grösse dieser Winkel aus den Abst&nden m, n der 
Punkte A^ B von MN und dem Winkel a, welchen die Ver- 
bindungslinie von A und B mit MN bildet, m =■ 943, n «= 381, 
a = 23». 

63. Es sind drei Funkte A^ B, C der Lage nach gegeben 
{'^ACB = y). Unter welchem Winkel gegen ^6^ ist durch C 
eine Linie so zu legen, dass das Bechteck aus den beiden von 
A und B auf diese Linie gefällten Senkrechten dem Dreieck ABC 
inhaltsgleich wird ? y = 90®. 

64. Um jeden Eckpunkt eines Bhombus, von welchem ein 
Winkel gleich a und die Seite gleich a gegeben ist, sei ein Kreis 
mit der halben Seite als Radius beschrieben. Man berechne den 
Inhalt der im Bhombus liegenden, von vier Kreisbogen begrenzten 
Figur. Insbesondere werde a = 90® gesetzt. 

65. Von zwei Tangenten eines Kreises sind die von ihrem 
Durchschnittspunkt bis zu den Berührungspunkten reichenden 
Strecken BD = BF=a und der Winkel B = ß gegeben. Um 
eine dritte Tangente so an den Ejreis zu ziehen, dass das von den 
zwei ersteren begrenzte Stück AC derselben gleich b sei, soll der 
Abschnitt CB berechnet werden. a = 6,05, /J = 5® 12' 18",4, 
b = 1,25. 

66. Die Centrallinie zweier Kreise sei gleich c\ die äusseren 
gemeinschaftlichen Tangenten schneiden sich unter dem Winkel 
a, die inneren unter dem Winkel ß. Wie gross sind die Badien? 
c = 714, a = 36® 8', ß = 104« 12'. 

67. Ein Kreis, dessen Badius gleich q ist^ berühre jeden 
von zwei Kreisen, deren Badien bezüglich gleich R und r sind, 
und deren Centrallinie gleich d gegeben ist, von Aussen. Man 
berechne den Winkel der Verbindungslinie der beiden Berührungs- 
punkte gegen diese Centrallinie. q = 16^ R = 17,8, r = 9,1, 
d = 16,9. 

68. Man berechne die Badien derjenigen Kreise, welche 
zwei gegebene Kreise, und zwar den einen von ihnen in einem 
gegebenen Funkte berühren, wenn die Badien und die Central- 
linie der letzteren, sowie der Winkel, welchen diese Centrallinie 
mit dem nach dem gegebenen Funkt gehenden Badius des be- 
treffenden Kreises bildet, bekannt sind. 

69. Um einen Kreis zu construiren, welcher zwei gegebene 
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gerade Linien AB^ AC berührt und durch einen gegebenen Punkt 
P geht, soll der Abstand des einen Berührungspunktes C von P 
aus dem Winkel BAC ^^s 2a der beiden Geraden, der Strecke 
AP=^ a und dem Winkel PAC ^^ ß berechnet werden. 

70. Um einen Kreis zu construiren , welcher zwei ge- 
gebene sich in A schneidende gerade Linien BA, CA und einen 
zwischen denselben gegebenen Kreis berührt, sei der Mittelpunkt 
M des letzteren mit A verbunden und AM^^a^ -^BAC '^2a^ 
^MAB =^ y gemessen; der Radius des gegebenen Kreises sei 
gleich r. Man berechne den. Winkel, welchen die Centrallinie 
der beiden Kreise mit AM bildet. 

71. Die Verbindungslinien zweier Punkte A^ B mit dem 
Mittelpunkte € eines Kreises seien nebst dem Winkel dieser 
Linien gemessen; der Badius des Kreises sei gleich r gegeben. 
Ein zweiter Kreis, dessen Mittelpunkt heisse, soll den ersteren 
Yon Aussen berühren und durch die Punkte A und B gehen. 
Man berechne den Winkel ACO, 

72. Man construirt in einen gegebenen Kreis näherungs- 
weise ein regelmässiges Siebeneck, wenn man als dessen Seite 
die halbe Seite des einbeschriebenen regelmässigen Dreiecks an- 
nimmt. Um wieviel weicht der Centriwinkel einer solchen Sehne 
von dem des vollkommen richtigen Siebenecks ab? 

73. Eine andere näherungsweise Construction , welche sich 
allgemein auf jedes regelmässige n-Eck anwenden lässt, wenn n 
nicht kleiner als 6 ist, ist die folgende (aus Kunze, Geometrie): 
Man ziehe einen Durchmesser AB und einen zu demselben senk- 
rechten Badius CB^ theile AB in n gleiche Theile^ verlängere 
AB um AU und CB um BF^ sodass AE und BF je gleich 
einem dieser Theile sind, ziehe EF^ welche Linie den Kreis zum 
ersten Mal in G schneiden möge, und verbinde G mit dem 
dritten Theilpunkt H von AB, so ist GH näherungsweise die 
gesuchte Seite des n-Ecks. Man berechne nun auch hier den 
Unterschied des angenäherten und des richtigen Centriwinkels 
f&r das Siebeneck. 

74. Ebenso für folgende Näherungsconstruction des Sieben- 
Ecks. Man construire einen rechten Centriwinkel und mache 
dessen einen Schenkel gleich dem Badius, den anderen gleich 
dem Durchmesser, so schneidet die zugehörige Hypotenusen-Sehne 
nahezu ^ von der Peripherie ab. 

BxxDT, Aufgaben. !• 12 
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75. Ebenso für die folgende des Sieben-Ecks: Vom An- 
fangspunkte eines Sextanten ziehe man durch den Mittelpunkt 
eine Secante gleich dem sechsfachen Durchmesser und verbinde 
die beiden Endpunkte; der andere Bogen zwischen den Secanten 
ist nahezu 4 ^^^ Peripherie. (Ziegler, Trigonometrie.) 

76. Ebenso für folgende allgemeine (für n ««: 3 oder 4 
oder 6 genaue) Construction: Man beschreibe über einem Durch- 
messer AB ein gleichseitiges Dreieck, theile AB in n gleiche 
Theile und ziehe von der Spitze C des Dreiecks eine Secante 
durch den zweiten Theilpunkt B, Der Bogen von A bis zur 
Verlängerung von CB ist nahezu der nte Theil der Peripherie. 

77. Zu der gegebenen Seite AB^=ia eines regelmässi^^en 
Neunecks findet man näherungsweise den Radius des ihm umbe- 
schriebenen Kreises, wenn man über A B das gleichseitige Dreieck 
ABB errichtet, die Höhe BE desselben um BC = \AB ver- 
längert und AC zum Badius nimmt. Um wieviel ist der Centri- 
winkel, der in diesem Kreis zur Sehne AB gehört, grösser als 
der des vollkommen richtigen Neun-Ecks, und um wieviel ist der 
richtige Badius des ersteren Neun-Ecks grösser als der construirte ? 

§. 29. Tetragonometrie. 

A. Das allgemeine Viereck. 

Vorbemerkung: Es seien im Folgenden Ay By C, D der Beihe 
nach die Eckpunkte eines Vierecks (im engeren Sinn), die Seiten A B^ 
BCy CDy DA desselben seien bezüffhch durch a, 6, c, i/, die Winkel an 
Ay By C, D entsprechend durch a, p, y, d bezeichnet. Die Verlängerun- 
gen von CD über D und von BA über A mögen sich in E unter dem 
Winkel w schneiden. Fällt man CF und DG senkrecht auf AB and 
zieht DH parallel zu ^^ bis zum Durchschnitt H mit CF^ so ergiebt 
sich leicht, indem man AB und CF doppelt ausdrückt: aes&cos^ 

— c cosfß+y)+<^cosa, oder auch a-s^cos/S — c cos (a -|- ^) + «^ oos a 
und 6 sin |3 =* </ sin a -j- ^^ sin ((} 4- y)» oder auch 6 sin fi »= <f sin a 

— c sin (a 4- d) , welche Gleichungen man auch in den leicnter zu be- 
haltenden Formen 

a cos (a-f-P+y+^) = ''cos a—c cos (/J+y)+ft cos^ 
oder a cos ra-f"P~ ~y4"^) = rfcos « — c cos (a-f"*)+* ^^os^ 
und a sinra-|-p--y-[-dj**<'8in a'\'C 8in(ß-j-y)— ä sinß 

oder ösin (a-t-p + y+^)="<' 8i^ « — c sin(a4"*)~*sinß 

schreiben kann. Diese Gleichungen (in Verbindung mit «-{-P4-y-|-d=360<*) 
drücken die Abhängigkeit der acht Stücke (Seiten und Winkel) eines 
Vierecks von einander aus und zeigen, dass durch fünf dieser Stücke, 
unter denen sich nicht alle vier Wmkel zugleich befinden, die drei 
übrigen im Allgemeinen bestimmt sind. 

Zur Berechnung eines Vierecks aus fünf gegebenen Bestimmungs- 
stücken wird es jedoch im einzelnen Fall in der Regel bequemer sem, 
sich, statt der Auflösung der obigen Gleichongen auf die gesuchten 
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Stücke, der Zerlegung desBelben in Dreiecke oder ähnlicher Methoden 
zu bedienen. Die Theilung eines Vierecks darch eine Diagonale fuhrt 
uiclit immer auf Dreiecke, welche durch die gegebenen Stücke un- 
mittelbar trigonometrisch bestimmt sind, und in derartigen Fällen, 
'welche im engeren Sinn als tetragonometrische Aufgaben zu be- 
zeichnen sind, hat man nach anderweiten Methoden der Berechnung 
Z13. suchen. 

Die Aufgabe der Tetragonometrie erfährt eine Erweiterung durch 
die Ausdehnung des BegnSs Viereck auf iede Verbindung von yier 
Punkten einer Ebene durch eine stetig fortlaufende und zu ihrem An- 
fangspunkt zurückkehrende gebrochene Linie zwischen jenen Punkten. 
Man sieht leicht ein, dass sich die vier Punkte Ay ß, 0, D ausser in 
der Reihenfolge ABCDA auch noch in .den beiden folgenden A BDCA 
und AD BGA verbinden lassen, und dass also zu denselben drei yer- 
schiedene Vierecke im weiteren Sinn gehören, Ton denen zwei soge- 
nannte Vierecke mit Doppelpunkten, d. h. solche sind, deren Umfange 
sich in einem Punkte schneiaen. Als innere Winkel eines solchen Vier- 
ecks hat man vier von seinen Seiten gebildete Winkel zu betrachten, 
welche bei der Beschreibung seines ümfangs zu derselben Hand (einerlei 
nach welcher) liegen, sodass (mit einer noch zu nennenden Ausnahme) 
zwei derselben überstumpf sind und die Summe aller vier Winkel 
auch hier vier Rechte beträgt. Ersetzt man die überstumpfen Winkel 
durch die zugehörigen hohlen Winkel, welche von einer zur Seite des 
Vierecks gewordenen Diagonale des entsprechenden einfachen Vierecks 
mit einer anderen Seite gebildet werden, so ist die Summe zweier von 
den yier Winkeln gleich der Summe der beiden anderen. 

Zu jeder tetragonometrischen Aufgabe über ein einfaches Viereck 
gehören demnach entsprechende Aufgaben über Vierecke mit Doppel- 
punkten, bei denen für letztere die als Bestimmungsstücke gegebenen 
Seiten oder Winkel derselben der gegenseitigen Lage nach den im 
ersteren Fall gegebenen Stücken entsprechen, und welche sich auch in 
entsprechender Weise behandeln lassen. 

l)a aber zu jedem Viereck mit Doppelpunkt ein einfaches Viereck 
mit denselben Eckpunkten gehört, so lassen sich die Aufj^aben über 
Vierecke der ersteren Art auch als solche über einfache Vierecke an- 
sehen, bei denen unter die Bestimmungsstücke auch die Diagonalen 
des letzteren und die von diesen mit den Seiten gebildeten Winkel 
aufgenommen sind. Die so erweiterte Aufgabe der Tetragonometrie 
fürt endlich bei der verschiedenen Auswahl von fünf von ein- 
ander unabhängigen Stücken aus den sechs Strecken und den 
zwölf Winkeln auch auf solche Aufgaben, bei welchen nicht sämmtliche 
fünf Beslimmungsstücke demselben von jenen drei Vierecken angehören. 

Das von seinen Diagonalen durchschnittene Viereck kann dadurch 
entstiuiden gedacht werden, dass zu einem Dreieck ABC ein vierter 
Punkt D angenommen und mit den drei Eckpunkten des ersteren 
verbunden wurde. Hierbei ergeben sich folgende möglichen Fälle: 
a) der Punkt D Uegt ausserhalb des Dreiecks ABC in dem Räume 
eines der inneren Winkel desselben ; es entsteht ein einfaches Viereck 
mit vier hohlen Winkeln, b) D liegt ausserhalb ABC in dem Räume 
eines der Scheitelwinkel der inneren Winkel; es entsteht ein Viereck 
mit einem überstumpfen Winkel, welches nicht als Summe, sondern 
als Differenz der Dreiecke ADC und ABC zu betrachten ist. Die 
beiden einem solchen Viereck entsprechenden Vierecke haben keinen 
Doppelpunkt, sondern eine gleichartige Gestalt, wie jenes mit nur 
einem überstumpfen Winkel. Es ist hiemach bei der Berechnung 
eines Vierecks zu beachten, dass ein Winkel desselben gprösser als 180^ 
sein kann, und dass unter den von den Diagonalen mit den Seiten 
gebildeten Winkeln auch negative vorkommen können, o) D liegt 
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inaerhalb ABC, Das Viereck sehört zu der unter \i\ angegebenen 
Art (kann als ein jenem y,entsprecnendeB" betrachtet werden), d) D liegt 
auf einer Seite oder auf der Yerlängerong einer Seite Ton ABC\ es 
entsteht ein Dreieck mit einer Ecken -Transversale, welches nur im 
uneigeutlichen Sinn als ein Viereck betrachtet werden kann, in welchem 
ein Polygon- und zwei der Diagonal- Winkel gleich oder gleich 180® 
geworden sind. 

Beachtet man noch, dass das einfache Viereck durch jede seiner 
Diagonalen in zwei, durch beide also in vier Dreiecke zwischen seinen 
Ec^unkten zerlegt wird, so lassen sich die nach dem Vorigen mög- 
lichen Aufgaben nun praktisch in folgender Weise gliedern, wobei der 
Kürze halber ^C— e, BD=*f, <^DAC^ax, CABc^a^, ABD^ß^j 
BBC^^Pt, BCA^Yi, ACD=^y^, CDB=^dt, BDA^S^ gesetzt ist. 

a) Aufgaben^ in welchen durch die gegebenen Stücke zwei 
von den vier Dreiecken unmittelbar trigonometrisch bestimmt 
sind. Alle Stücke lassen sich dann durch bloss trigonometrische 
Dreiecksberechnung finden (die trigonometrischen Vierecks-Auf- 
gaben). Beispiele sind: 

1. Gregeben: flf, ft, c, d^ e; a = 60, Ä = 62, c = 101, 
rf= 105,341, ^ = 56. 

2. a, b^ Cj «1, yj; a = 9,2196; b = 10,6302; e = 14; 
«j = 56<> 18' 35",6; y^ = 48« 21' 57",9. 

3. a, c, Cy «,, yj; ö «= 10,6302, c = 13,4536, e = 16, 
«2 = 48» 48' 50", 5, ^2 = 48» 0' 46",0. 

4. a, b, c, ß, d] a = 3,16229, b = 5,831, c = 8,6024, 
ß = 77» 28' 13",1, d = 43« 40' 3",76. 

5. a, b, ß, Äj, yj; «=2,2361, 6=3,6055, /5=82ö52'29",9, 
a^ = 75» 57' 49",8, y^ = 53<> 7' 48",4. 

6. a] e, ß, y, S] a = 3,16229, e=6, /J = 77« 28' 13",1, 
y = 81« 9' 29",1, * = 49» 16' 5",1. 



7. a, b, c, /S, y; a=5, ft=13, c=17, /J = 1650 44'ö9",9, 
y = 95»2r9",4. 

8. a, b, d, a^, ß^-, a = 5,8310, 6 = 8,60ß4, flf= 9,4868, 
«2 = 59» 2' 10",4, ß^ = 30» 57' 49",6. 

9. a, b, c, /J, *i ; a = 8,06225, b = 10,6302, c = 12,8062, 
ß = 78» 33' 31",75, d^ = 38» 39' 34",4. 

10. a, c, a, *, «1 ; a=4,47215, <>=10,8168, a=140»54'2l",7, 
*=46»13'8",4, «i=77»28'16",0. 

11. ^, ff Yi, *2i <^; <?— 5, /•=?, d= 5,099, 
y, = 26» 33' 54",3, dj = H® 1®' 35",45. 
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12. ö, b, ß, «,, *2; « = 3;16229, & = 6,70840, 
ß = 81« 52' 8",4, «1 = 83» 39' 35",0, 8^ — 6« 20' 25",0. 

b) Ein Dreieck ist trigonometrisch bestimmt, die Aufgabe 
jedoch tetragonometrisch im engeren Sinn. Die Auswahl der 
drei Stücke für jenes Dreieck bedingt keine wesentlichen unter- 
schiede der Aufgaben, die beiden übrigen Stücke können sein: 

a) eine Seite und ein Winkel: 

1. ö, b, c, /J, *2- a = 2,2361, ft= 5,38513, c = 8,6024, 
ß = 94« 45' 49",5, 8^ — 8» 7' 48",2. 

Entsprechende Aufgabe: a, b, e, /*, 8. 

ß) Zwei Winkel: 

2. flr, by ß, ß^, 8] a = 2,2361, b = 6,32457, 

ß = 98» 7' 48",6, /Jj = 26» 33' 54",3, * = 48» 43' 52",85. 
Entsprechend: a, &, e, «j, dj. 

3. ö, &, /J, dj, dj; ( Pothenot'sche Aufgabe ; vgl. §. 28, 13.) 
ö = 3,16229, b = 5,831, /J = 77« 28' 13",1, d^ = 32" 0' 19",6, 
d^ = 7« r 30",0. 

c) Kein Dreieck ist unmittelbar trigonometrisch bestimmt, 
die Aufgabe also stets tetragonometrisch im engeren Sinn. 

a) Tetrag. Aufgaben, bei welchen alle fünf gegebenen Stücke 
in demselben der drei Vierecke liegen. (Polygon -Messung aus 
dem Umfang.) 

1. a, c, «, ß, y] a = 25, c = 41, a = 16" 15' 36",7, 
ß = 210" 8' 13",2, y = 120" 55' 20", 7. 

Man verlängere die nicht gegebenen Seiten bis zu ihrem Durch- 
schnittspunkt. Entsprechende Aufgaben : e, f, aj, ß^y 9% und a, e, a^ ßiy y^, 

2. a, b, c, a, d; .« = 4,12318, i? = 7,211, c = 10,8168, 

a = 159" 37' 24",8, d = 40" 1' 49",4. 

Zerlegung des Vierecks in zwei Dreiecke und ein Parallelogramm. 
Entsprechend ace ßi^i oder aefy^di, 

ß) Aufgaben, bei welchen unter den gegebenen Stücken nur 

eine Strecke vorkommt. (Messung aus einer Basis.) 

Durch vier von einander unabhän^ffe unter den zwölf Winkeln 
des von seinen Diagonalen durchschnit&nen Vierecks ist im Allge- 
ineinen die Gestalt desselben bestimmt und man kann daher stets 
irgend eine der sechs Strecken desselben willkürlich annehmen, um 
aus ihr und den gegebenen Winkeln ein dem gesuchten ähnliches Vier- 
eck zu erhalten. Aus dem berechneten letzteren ergeben sich dann 
für die jedesmal gegebene Strecke des gesuchten Vierecks die übrigen 
Stücke desselben sehr einfach durch Proportionen. Von früheren Vier- 
ecks-Aufffaben können hierher gezogen werden die trigonometrisch 
unmittelbar bestimmte auicc^ßißf und verwandte, imd die tetragono- 
metrischen b 2) in der Form a of^ ß^ ß^ S und b 3) in der Form aa^ßSx 9^. 
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Ausserdem können noch im Wesentlichen die folgenden aufgestellt 
werden: 

3. e, a, ß, yy *, ; « = 30, a = löö« 13' 32",3, 

ß = 77» 28' 13",1, y — 91® 54' 32",93, 8^ = 29» 3' 16",67, 

Ist durch ein ähnliches Viereck auf eine unmittelbar trigonometrisch 
bestinunte Aufgabe zurückzufahren. Entsprechend: bdufßiyf. 

4- ö; ßy ru ^2» *2; c = 7,81033, /S = 92® 43' 34",8, 
Y^ = 30» 57' 49",6, y^ = 50» 11' 39",5, *2 = lÖ» 26' 2",7. 

Lässt sich durch ein ähnliches Viereck auf No. b 2 zurückfahren. 
Entsprechend aayiyi^|. 

5. /; «2. ft *i, *2; /- 14, «2 — 680 11' 55-2, 

ß = 76« 16' 49",24, 9^ = 37« 52' 29",8, d^ = 12» 31' 44",0. 

Lässt sich durch ein ähnliches Viereck auf die Pothenot'sche Auf- 
gabe No. b 3 zurückführen. 

6. a, a^j /3|, y^, d^ und entsprechend a, /3, y, a^, dj. 

Schwierige Aufgabe, welche sich auf keine der früheren zurück- 
führen lässt. (Gleich, höheren Grades.) 

y) Sonstige tetragonometrische Aufgaben. 

Liegen in keinem der vier Dreiecke des Vierecks mehr als zwei 
gegebene Stücke, so kann man ein oder zwei zweckmässig ausgewählte 
von den nicht gegebenen als bekannt voraussetzen und mit&lst der- 
selben eins oder zwei der gegebenen Stücke doppelt ausdrücken. Die 
hierdurch entstehenden Gleichungen gestatten nun rückwärts durch 
Auflösung auf jene als bekannt angenommenen Stücke die Bestimmung 
derselben, welcne für den Fall, dass diese Gleichung von einem höheren 
Grade wird, bei numerischen Beispielen durch ^Näherung ausgeführt 
werden kann. Leichtere Aufgaben dieser Art sind: 

7. a^ Cy ß, y, a^. Man drücke e doppelt aus und be- 
stimme dadurch ^2* Entsprechende Aufgaben: ^ f ^ 8^ y^ und 
a c a^ ß^ yj. 

8. ö, c> /'2> ^1» *2* Drücke e oder / doppelt aus und 
bestimme a^. Entsprechend ußyef, 

9. a, h, a^, y^, 8\* Drücke c und ä mittelst /, sowie 
das Verhältniss von c und d mittelst a^ und y^ aus und be- 
stimme f. Entsprechend: a f a^y d. 

Anmerkung. Als Typen der noch übrigen tetragonometrischen 
Aufgaben können genannt werden : a 6 c «i ß| ; a 6 c ^i y t ; a 6 c a y t ; a 6 c a^ d^ ; 
abfa^yt\ acaß9^\ acaß%yx\ acay^dx^ aca^ß^^f; abccißtyf] abaß^S; 
abuiydt; aba^ß^y; abuißidi, 

B. Besondere Vierecke. 

Die Auffi^aben der Tetragonometrie vereinfachen sich meist wesent- 
lich, wenn Vierecke einer besonderen Art (ParaJlelogramme, Trapeze, 
Sehnen-Vierecke u. s. w.) zu berechnen sind ; die Anzahl der trigono- 
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metrisch bestimmten und daher keia weiteres Interesse bietenden Auf- 
gaben vermehrt sich erheblich. Die Annahme anderweitiger Bestim- 
munssstücke, wie des Inhalts, der Summen von Seiten oder Diagonalen 
a. d^l. m« gestattet auch hier die Bildung einer grossen Menge nicht 
zu scliwienger, jedoch nicht durch die Fundamenuil- Aufgaben für das 
Dreieck unmittelbar zu lösender Aufgaben, von denen im Folgenden 
eine Auswahl gegeben wird. 

a) Das Parallelogramm erfordert drei Bestimmungs- 
stücke. Durch dieselben ist im Allgemeinen eines der Dreiecke 
bestimmt, in welche das Parallelogramm durch je eine Diagonale, 
oder eines der vier Dreiecke, in welche es durch seine beiden 
Diagonalen zugleich zerlegt wird. 

Ein Parallelogramm zu berechnen, wenn gegeben sind: 

1. Zwei aneinanderliegende Seiten und der Flächeninhalt. 
Zu vergl. §. 27, A. 11. ö = 764, b = 485, F = 369012. 

2. Eine Seite, ein Winkel und der Flächeninhalt, cf. §. 27, 
A. 10. a = 532, a = 115« 36' 30",7, F = 244188. 

3. Die beiden Diagonalen und der Flächeninhalt, cf. §. 27, 
' A. 11. e = 646, / = 72, Z' = 23256. 

4. Eine Diagonale, der Winkel der beiden Diagonalen 
und der Flächeninhalt, cf. §. 27, A. 10. ^=338, (p = 89» 31' 14",0, 
F = 14280. 

5. Zwei aneinanderliegende Seiten und der Winkel der 
Diagonalen, a = 152, b = 345, g? = 47« 33' 16",6. 

6. Eine Seite, ein Winkel und der Winkel der Diagonalen. 
a = 604, a = 109« 43' 53",8, q) = 83« 45' 25",2. 

7. Eine Seite, eine Diagonale und der Flächeninhalt, cf. §.27, 
A. 11. a = 23, e = 32,5269, F = 529. 

8. Eine Seite, der Winkel der Diagonalen und der Flächen- 
inhalt, cf. §. 27, B. 57. a = 76, (p = 24» 2' 9",8, F = 27132. 

9. Eine Seite, der Winkel einer anliegenden Seite mit 
der durch den gemeinschaftlichen Eckpunkt gehenden Diagonale 
und der Flächeninhalt. cf.§.27,B.57. ^^=273, a2 = 63031'8",3, 
F = 37128. 

10. Eine Seite, eine Diagonale und der Winkel, welchen 
die andere Diagonale mit einer der ersteren Seite anliegenden 
Seite bildet, ö = 89, e = 160, ß^ = 64« 0' 38",8. 

11. Die beiden Diagonalen und ein Winkel, cf. §. 27, B. 112, 
e = 154, / = 72, a = 50« 6' Ö4",8. 
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12. Die Differenz zweier aneinanderliegender Seiten, ein 
Winkel und eine Diagonale, cf. §. 27, A. 51. a — Ä = i91, 
a — 166» 23' 18",5, ^ = 291. 

13. Der Umfang, ein Winkel und der Winkel der beiden 
Diagonalen, u = 2322, a = 136» 59' 49",7, q> — 76» 8' 25",8. 

b) Das gleichschenkelige Trapez (Antiparallelogramm) 
erfordert ebenfalls drei Bestimmungsstücko. Hilfsmittel zur Auf- 
lösung: Eine Parallele zu einer der nicht parallelen Seiten oder 
zu einer Diagonale durch einen Eckpunkt, der umbeschriebene 
Kreis. Das gleichschenkelige Trapez soll berechnet werden, wenn 
gegeben sind: 

1. Die beiden parallelen (a, c) und eine nicht parallele 
Seite ip). a = 1052, h = 269, c = 532. 

2. Die beiden parallelen Seiten und ein Winkel, a «= 244, 
c = 188, a = 81» 49' 43",6. 

3. Die Differenz der parallelen Seiten, ein Winkel und eine 
Diagonale, ö — c = 280, a = 50» 41' 32",5, e = 555. 

4. Die Differenz der parallelen Seiten, die Höhe und eine 
Diagonale, a — (? = 616, h^^lb^ e = 939. 

5. Die beiden parallelen Seiten und eine Diagonale, a «= 484^ 
c =M 244, e = 365. 

6. Die beiden parallelen Seiten und der Winkel zwischen 
einer von ihnen und einer Diagonale. ^«==1052, = 532, 
«2 «= 4P 58' 44",7. 

7. Die Summe der parallelen Seiten, ein Winkel und eine 
Diagonale, a + c = 432, a = 81» 49' 43",6, e = 291. 

8. Der Flächeninhalt, die Höhe und eine der nicht parallelen 
Seiten. F= 90288, h = 171, b = 221. 

9. Die beiden parallelen Seiten und der Winkel zwischen 
einer Diagonale und einer nicht parallelen Seite, welcher an 
einem Endpunkt der grösseren parallelen liegt, a = 1244, c«= 628, 
«j = 9® 6' 15",6. 

10. Der in 9 genannte Winkel, die kleinere parallele Seite 
und die Höhe, a^ = 8» 26' 17",5, c = 244, h = 27. 

c) Das allgemeine Trapez erfordert vier Bestimmungs- 
stücke. Hilfsmittel: Die beiden unter b) genannten Parallelen, 
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Verlängerung der nicht parallelen Seiten bis zum Durchschnitt, 
die Mittellinie. Es seien gegeben: 

1 . Die vier Seiten, a = 428, h = 289, c = 260, d = 257. 

2. Die parallelen, eine nicht parallele Seite und der der 
letzteren gegenüberliegende Winkel an der grösseren parallelen. 
a = 1004, c = 696, b = 223,395, cc = 42« 44' 28",5. 

3. Die Differenz der parallelen Seiten, eine nicht parallele 
Seite, die Diagonale, welche einen Endpunkt der letzteren mit 
einem Endpunkt der grösseren parallelen verbindet, und die Höhe. 
a _ c — 268, b = 255, e = 281, h = 231. 

4. Die parallelen Seiten, eine Diagonale und der spitze 
Winkel zwischen den Diagonalen, a = 436, c = 12, ^ = 388,23, 
9 = 27» 32' 35",6. 

5. Die Summe der parallelen Seiten, eine nicht parallele 
Seite und die beiden Diagonalen, a -\- c «^ 2820, b »>» 145, 
e = 1562,4, / — 1263. 

6. Der Flächeninhalt, die kleinere parallele Seite, die Höhe 
und der Winkel zwischen der grösseren parallelen Seite und einer 
Diagonale. F — 87720, c = 260, h = 255, j8j = 32» 46' 44",7. 

7. Die parallelen Seiten und die beiden Winkel an der 
grösseren derselben, a — 1004 , c = 696 , a = 42« 44' 28",5, 
ß = 67« 54' 46",7. 

8. Die parallelen Seiten, der Winkel zwischen der grösseren 
derselben und einer Diagonale und der spitze Winkel zwischen 
den Diagonalen. a = 436, c = 12, /»i = 58« 6' 33",2, 
9 = 78« 27' 28",6. 

9. Die grössere parallele und eine nicht parallele Seite, 
die Summe der beiden anderen Seiten und diejenige Diagonale, 
welche zwei Endpunkte der letzteren verbindet. ^^=268, & = 255, 
c+d= 281, e = 281. 

10. Die Differenz der parallelen Seiten, die Differenz der 
nicht parallelen Seiten, die Differenz der Winkel an der grösseren 
parallelen Seite und die den grösseren Winkel theilende Diago- 
nale, a — c = 532, d-b = 280, /J — a = 25« 3' 27",4, 
e = 1562,4. 

11. Die Summe der grösseren parallelen und der beiden 
nicht parallelen Seiten, vermindert um die kleinere parallele, cli^ 
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zwei Winkel an der grösseren parallelen und eine Diagonale. 
5 — 714, a — 82» 60' 50",4, /J = öl^öö' 39",1, c = 307,936. 

12. Eine der parallelen Seiten, der von ihr mit einer 
Diagonale gebildete Winkel, der spitze Winkel der Diagonalen, 
und die Summe der Diagonalen, a = 1004, ß^ = 14® 51' 46",2, 
q> = 27<> 32' 35",6, e + /= 1750. 

13. Der Umfang, die Höhe und zwei einander gegen- 
überliegende Winkel, ti = 978, Ä = 135, a = 20« 58' 58",6, 
y= 118^4' 20",9. 

d) Das Sehnen-Viereck erfordert vier unabhängige Be- 
stimmungsstücke. Es seien gegeben: 

1. Drei Seiten und der Badius des umbeschriebenen Kreises. 
a = 56, & = 33, (? = 16, r = 32,5. 

2. Zwei aneinanderliegende Seiten, ein der einen von 
diesen anliegender (nicht eingeschlossener) Winkel und der Radius, 
a = 84, 6 = 13, a = 33» 51' 18",1, r = 42,5. 

3. Zwei gegenüberliegende Seiten, ein Winkel und der 
Radius, a — 14, (? = 13, a = 106« 15' 36",8, r = 8,125. 

4. Zwei gegenüberliegende Seiten, die Summe zweier an 
einer nicht gegebenen Seite liegenden Vierecks-Winkel und der 
Radius. « = 56, (?=«16, /J-fy = 225« 14' 23",1, r = 32,5. 

5. Die beiden Diagonalen, der von ihnen eingeschlossene 
Winkel und der Radius. ^=9, /*=6, 9 = 60«, r = 4,89164. 

6. Zwei aneinanderliegende Seiten, die von demselben Eck- 
punkt ausgehende Diagonale und der an diesem Eckpunkt liegende 
Winkel, a — 84, i> — 13, /• = 47,353, ß = 90«. 

7. Zwei aneinanderliegende Seiten und die beiden Diagonalen, 
a = 14, ft — 13, 5 = 15, /•= 15,6. 

8. Zwei gegenüberliegende Seiten, eine Diagonale und ein 
von dieser nicht durchschnittener Winkel, a = 56 , c =s 16, 
^ = 65, /J = 90«. 

9. Drei der Abschnitte, in welche die Diagonalen einander 
theilen, und eine Seite. ^^ == ^^ = A =* ^^4,5, a •== 180. 

10. Zwei einander gegenüberliegende Seiten, die Ver- 
längerung der einen bis zum Durchschnitt E mit der Verlänge- 
rung der anderen und eine dritte Seite, a «= 84 , c «==^ 36, 
^^«:p=« 8,7208, &— 13. 
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11. Drei Seiten und das Product der beiden Diagonalen. 
fl=14, b =13, c= 13, ^./— 234. 

12. Drei der Abschnitte, in welche die Diagonalen einander 
theilen und der durch den vierten Abschnitt getheilte Vierecks- 
Winkel, ^j =» 1, ^2 — 8, /, — 4, « — 79^ 48' 9",4. 

e) Das Tangenten-Viereck erfordert ebenfalls vier 
Bestmunuiigsstücke. Es seien gegeben: 

1. Eine Seite, ein anliegender Winkel, die diesem gegen- 
überliegende Diagonale und der Radius des einbeschriebenen 
Kreises, ö — 65, /S = 118« 58' 46",4, ^ — 112, p = 28||. 

2. Zwei aneinanderliegende Seiten, der eingeschlossene 
Winkel und der Radius des Kreises. a ss 89,6 , ^ =»= 42, 
ß = lZ^ 44' 23",2, Q — 24. 

3. Drei Seiten und eine Diagonale, a ^=b ^==^ 5,7735, 
c = e a= 10. 

4. Zwei aneinanderliegende Seiten, die nicht von demselben 
Eckpunkt ausgehende Diagonale und ein von dieser getheilter 
Vierecks-Winkel, a — 75, Z» — 58, c — 51 ,8556, a = 77« 19' 10",6. 

5. Zwei aneinanderliegende Seiten und die der einen von 
ilmen anliegenden Winkel. fl=201,732, «^ = 74, a=46«46'30",6, 
ß « 87« 12' 20",2. 

Ebenso, wenn eins der Bestimmungsstücke durch die Be- 
dingung ersetzt wird, dass das Viereck zugleich ein Trapez sein 
soll imd ausserdem gegeben sind: 

6. Die nicht parallelen Seiten und der Radius des Kreises. 
* = 293, d = 925, q = 142,5. 

7. Die Summe der parallelen, eine der anderen Seiten 
^d der Radius des Kreises, a -f ^ <» s »« 296, ^ = 101, 
9 =» 49,5. 

8. Die kleinere parallele, eine nicht parallele Seite und der 
^ius des Kreises, c »* 24, & «» 58, 9 «= 20. 

f). Das Kreis-Viereck, in und um welches sich ein Kreis 
^schreiben lässt, erfordert drei Bestimmungsstücke. Es seien 
gegeben : 

1. Eine Seite und die beiden anliegenden Winkel. ««»212,4222, 
« «= 116« 13' 6",4, ß -» W 20' 32",8, 
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2. Der Radius des einbescliriebenen Kreises^ eine Seite und 
ein ihr anliegender Winkel, p = 120, a = 448, a = 73» 44' 23",2. 

3. Eine Seite, ein ihr gegenüberliegender Winkel und der 
Radius des einbeschriebenen Kreises. a=49,0205, y=lW 13' 6'\4, 
9 «= 28. 

4. Eine Seite, der Radius des einbeschriebenen Kreises und 
der Flächeninhalt, a = 448, q = 120, F = 70560. 

g) Das Deltoid, d. h. ein Viereck, in welchem zwei an- 
einanderliegende Seiten gleich und die beiden anderen ebenfalls 
einander gleich sind, erfordert drei Bestimmungsstücke. Es 
seien gegeben: 

1. Eine Seite, die halbirte Diagonale und der Radius des 
einbeschriebenen Kreises, ä = 29, e = 42, q = 18^. 

2. Die Summe der halbirten Diagonale und einer Seite, der 
Winkel, welcher diese Seite und die gleiche zu Schenkeln hat und 
die halbirende Diagonale, a + e = s = 911, ß = 18® 32' 30",8, 

3. Eine Seite und die Linien^ welche den Halbirungspunkt 
derselben mit den Halbirungspunkten der beiden anliegenden 
verbinden. ae=>225, «' = 231, /*' = 314, e' zwischen den 
gleichen Seiten. 

4. Eine Seite und die vom Durchschnittspunkt der Dia- 
gonalen auf die Seiten gefällten Perpendikel, a «=» 128,0303, 

Pa = ö6, Pe = 25. 

5. Der Winkel zwischen den grösseren Seiten und die unter- 
schiede zwischen der halbirten Diagonale und jeder der Seiten. 
e — a = d^ = 327, « — c = rf" = 253, * = 102» 50' 23",4. 

6. Einer der ungleichen Winkel, eine nicht anliegende 
Seite und die Summe der Diagonalen, ß = 92<^47' 39",8, c = 75, 

7. Einer der ungleichen Winkel, eine anliegende Seite 
und das Verhältniss der Diagonalen, ß ^= 18« 32' 30",8, a = 689, 
e :/•=!»: n= 111 : 1366. 

8. Eine Seite, der Flächeninhalt und das Verhältniss der 
Diagonalen, a = 375, F = 144612, « : /* = m : n = 351 : 206. 

G. Lehrsätze über Vierecke. 

1. Das Quadrat der Fläche eines ebenen Vierecks ist 
gleich dem Quadrate der Fläche eines Sehnenvierecks mit denselben 
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armmdert um das Prodact aller vier Seiten in das 

es Cosinus der halben Siunme zweier Gegenwinkel des 

'ierecks. 

'^erlSngert man die gegenüberliegenden Seiten eines 

arecte ABCD, bis sie sieb schneiden, nämlich BA ttber A 

iber i) bis E, sowie BC Aber C, AD über D bis F, 
man vom Mittelpunkt aus die Geraden OE, OF, 

t OE. OF. cos EOF—OI)\ 

lilden in einem Sehnen -Viereck die yier Seiten AB, 

BA in dieser Reibenfolge eine geometrische Progression, 

onent n mt, so ist 

D-ABC)-.i^ne)i{BCB-\-ABC)={n^ — lf:{n''+iy. 

1 jedem Tangenten- Viereck verhalten sich die Quadrate 
der Hälften je zweier Gegenwinkel umgekehrt wie die 

der einscbliessenden Seiten. 

I jedem Viereck im engeren Sinne ist das Prodnct der 
vier durch die Diagonalen entstandenen Theilen der 

on welchen keine zwei an demselben Elckpunkt liegen, 

1 Prodact der Sinns der vier anderen. 

n jedem Viereck ist die Sninme der Qnadrate zweier 

n, vermindert nm die Summe der Quadrate der beiden 

legenseiten gleich dem doppelten Product der beiden 
Diagonalen und des Cosinus eines von diesen eingeschlossenen 
Winkels. 

7. Der Flächeninhalt eines jeden Tangenten-Vierecks ist 
leich dem doppelten Product aus der Tangente des Winkels 
er Diagonalen in die Differenz der Rechtecke ans je zwei gegen- 
berliegenden Seiten. 

8. Construirt man aus je zwei Gegenseiten eines Sehnen- 
Vierecks und dem stumpfen Winkel der Diagonalen, letzterem 
Is eingescbloasencm Winkel, ein Dreieck, so sind die dritten 
leiten dieser Dreiecke einander gleich. 

9. In jedem Sehnenviereck verhalten sich je zwei Gegen- 
eiten wie die bezüglich mit ihnen und mit derselben dritten 
leite von demselben Eckpunkt ausgehenden Abschnitte der Dia- 
[onalen. 

10. Zieht man in einem Trapez durch einen Endpunkt 
ler kleineren parallelen Seite zwei Linien nach der grösseren. 
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von denen di« eine der anliegenden nicht parallelen Seite gleich, 
die andere der gegenflberliegendea nicht parallelen Seite parallel 
ist, so schneiden diese beiden Linien auf der grösseren parallelen 
Seite eine Strecke ab , welche sich zur Summe der Diagonalen 
verhau, wie die Differenz der Diagonalen zur Summe der paral- 
lelen Seiten. 

§. 30. Polygonometrie. 
Ä. Berechnung von Polygonen durch Zerlegung in Dreiecke. 
1. Von einem FUnteck seien vier aufeinanderfolgende Seiten 
a, b, c, d und die von ihnen eingeschlossenen Winkel der Reihe 
nach gleich a, ß, y gegeben; man soll die ftlnfte Seite und die 
beiden ihr anliegenden Winkel berechnen. «^12, fe = 8, C^13, 
d = 25, ff = 124» 12' 6", (S = 1320 17' 18", y = 87» 12' 36". 
3. Von einem Sechgeck seien ftlnf aufeinanderfolgende Winkel 
a, ß, y, S, e und die von diesen eingeschlossenen Seiten der 
Reihe nach gleich a, b, C, ä gegeben; man soll die drei Übri- 
gen Stücke berechnen, a =. 160» 12' 10", ß = 85" 16' 30", 
y =. 132" 9' 48", * =. 150» 17' 42", t -= 105» 33' 22", a = 1, 
J — 2, c— 3, rf = 4. 

3. Von einem Punkte im Innern eines Siebenecks aus 
sind die nach den Eckpunkten A, B, C, D, E, F, G desselben 
gehenden Geraden OA^a, OB=b, OC^c, u. s. w. nebst 
den von je zwei benachbarten derselben eingeschlossenen Win- 
keln AOß = a. BOC'^ß, COD=y, u. s. w. gemessen; 
man berechne die Seiten und die Winkel, sowie den Flächen- 
inhalt des Polygons, a = 13, * = 14, <:=lö, d=44, e=39, 
f=U, j? = 37, «=.67" 22'48",5, (J = 53» 7' 48",4 == y, 
S = 22» 37' H",5, s = 61» 7' ll",7, £ = 18" 56' 28",7, 
7} = 93" 41' 42",8. 

4. Behufs Bestimmung der gegenseitigen Lage von sieben 
Punkten A, B, C, J), E, F, G sind dieselben durch ein zu- 
sammenhangendes Netz von Dreiecken verbunden worden, und 
man hat die Entfernung ^£^960 als Standlinie und ausser- 
dem die Dreieckswlnkel ^-4C« 5» 27' 9",5, C^vi=46"23'49",9, 
i)5(7«124»68'33",6, (7iJÄ=ll»25'16",3, i:i)(7 = 8»10'16",4. 
CÄ'J-=139»56'16",8, /'i'C=88»37'10",0, Gi:/'^14»15'0",1, 
/■Ö£=.28<'4'20",9', £fC~137"40'39",0, C/'£=59»29'23'',2, 
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\eCF=31^53'2&\S, 2>(7iE'=3l053'26",8, ^(7/>— 43^36'10",1, 
^^^= 128^ 9' 0"^6 gemessen. Man berechne die Seiten der 
betreffenden Dreiecke. 

5. Von einem Fünfeck ABC DE sind die Seiten AB^^a, 
BC = b, DE ^ d, EA = e und die Winkel ABC = ß, 
BCD=^yy BEA^Bs s gemessen ; man berechne die übrigen Stücke 
und den Flächeninhalt desselben, a = 209, 2» <=» 241, d = 442, 
e = 120, ß = 29« 61' 46",0, y = 160» 8' 14",0, b = 90«. 

6. Aus den Winkeln eines in einen Kreis beschriebenen 
Fünfecks und dem Radius dieses Kreises die Seiten und den 
Flächeninhalt des Fünfecks zu berechnen. 

7. Von einem Fünfeck ABC DE seien gegeben AB^^^a^ 
BC = b, ^ABC=ß, ^AEB=a^,BEB=ß^, BBE^y^, 
BBC=8y Man berechne die übrigen Stücke des Fünfecks. 
(Bestimme zunächst die Winkel A und C aus ihrer Summe und 
dem Verhältniss ihrer Sinus, bezw. A — C.) « = 34, &= 104, 
ß = 284» 24' 22",2, a^ = 14» 15' 0",1, ßi = 59« 29' 23",2, 
yi = 31» 53' 26",8, *i = 590 57' 47",7. 

B. Berechnung von Polygonen durch die Coordinaten- Methode. 

(Poly gonom etrie.) 

Vorbemerkung: Man bezeichne die Eckpunkte des n-Ecks der 
Reihe nach durch P,, P,, /'s» • • • /*n-i» ^n' ^^® Winkel an denselben 
bezüglich durch tri, ir,, «;,,.. . «'«-1 > ^n^ ^^ Seiten Pi Pf, PfPt* > > • 
^n-i ^„» ^n ^i bezüglich durch äj, *t» . • • *«_,» ««• 

1. In einem Polygone (Fünfeck) seien mit Ausnahme einer 
Seite und der beiden anliegenden Winkel alle übrigen Stücke 
gemessen; man berechne jene drei Stücke. 

2. In einem Polygone (Sechseck) seien alle Winkel mit 
Ausnahme eines einzigen und alle Seiten mit Ausnahme von zwei 
aneinanderliegenden gemessen; man berechne die fehlenden Stücke. 

3. In einem Fünfeck seien die Seiten s^ $2^ s^ und die 
Winkel t^j, w^, w^^ w^ gemessen; die fehlenden Stücke sollen 
berechnet werden. 

4. Zwei aneinanderliegende Winkel eines n-Ecks (Sechs- 
ecks) und eine Seite, welche zwischen einem dieser Winkel und 
einem der anderen liegt, sowie den Flächeninhalt des Polygons 
aus den übrigen Stücken desselben zu berechnen. 
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5. Von einem Sechseck seien die Seiten s^, s^^ s^^ s^ und 
die Winkel ur, , W2, w^, w^ gemessen; man berechne dasselbe. 

6. Aus den gegebenen Seiten eines Polygons (Siebenecks) 
und den bis auf drei aufeinanderfolgende gegebenen Winkeln 
desselben die nicht gegebenen St&cke zu berechnen. 

7. Ein Fünfeck aus den Seiten f, , s^^ s^, s^, s^ und den 
Winkeln w^ , w^ zu berechnen. 

8. Aus den Coordinaten x^ y^ , x^ y^ ^- s. w. der Eckpunkte 
eines Polygons (Achtecks) die Seiten, die Winkel und den Flächen- 
inhalt desselben zu berechnen. 
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Anhang 5: YermisclLte Aufgaben 

zur Eepeütion aus den verschiedenen bisher behandelten Gebieten. 

1. sin 10» = 2 . sin 36^ . cos 25» — i / 3. 

2. sin 10» = 2 . sin 20» . cos 10» — |. 

3. sin 10» = 2 . sin 23<> . cos 13® — sin 36^. 

4. Ist a + /3 -{- y = 180®, so ist sin a + sin /3 — sin y 
== 4 . sin -J-a . sin ^/3 . cos ^y. 

5. Zwischen den drei Winkeln eines Dreiecks besteht die 
Gleichung: 

cos a -f- cos /S — cos y = 4 . cos ^a . cos ^ß , sin ^y — 1. 

6. a) sin a — sin 3 a + sin 5 a — sin 7 a = 

— 4 sin a . cos 2 a . cos 4 a. 

b) sina — sin(2w + l)a-|-sin (4w + l)a — sin(6n-|-l)a 
= — 4 sin na . cos 2 na . cos (3n + 1) «• 

7. sina + 8in(a+j3)+sin(a + 2jS)+...+sin(a + n/3) = 

sin ^^ /3 . sin (a + y j3) : sin ^ß. 

Folgende Gleichungen aufzulösen: 

8. 3 . sin a;^ — 4 . cos x^ == 3,5 . sin 2x. 

9. sin x^ + cos a:^ = 2 . sin 2x. 
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10. f + J cotg x^ = ^ cotg X . tang 2 x. 

11. 2 -4- 3 . cotg 2 a: = 4 . tang x. 

12. — sin (x — ö) + sin (2a: + fl) = sin (a: + «) — sin {2x—ä). 
^ ^ . , ein a;' cos y* + cos j;* sin y* - 

13. a: — V == arcsm iV; - — i V-^ i~^ — • = 4- 

14. a; — y= 7M8'; 

sin a:^ . sin y- = cotg S6^ 17' 2" . cotg 82« 10' 59",6. 

15. cos a: : cos y = 3 : 4; cos (^ — y) = 0,96. 

16. sin a: + sin a:^ + sin ar* + ßiii ^^ = 
cos X + cos x^ + ^^s a:^ + cos a:*. 

17. Ein rechtwinkeliges Dreieck zu berechnen aus einer 
Kathete a und dem Radius q des einbeschriebenen Kreises. 
a = 396,467, q = 117,319. 

18. Ein rechtwinkeliges Dreieck aus der Summe s seiner 
Seiten und der Summe S der Quadrat« derselben zu berechnen. 
s = 132, S = 6050. 

19. Ein rechtwinkeliges Dreieck aus der Summe s seiner 
Katheten zu berechnen, wenn das Product der Katheten gleich 
der Differenz ihrer Quadrate ist. 

20. Ein rechtwinkeliges Dreieck, in welchem die Summe 
der Hypotenuse und einer Kathete gleich dem Doppelten der 
anderen Kathete ist^ aus dieser letzteren zn berechnen. 

21. Die Winkel eines gleichschenkeligen Dreiecks zu be- 
rechnen, in welchem die Hälfte der Grundlinie gleich dem 
grösseren Abschnitt des nach dem goldenen Schnitt getheilten 
Schenkels ist. 

22. Den Radius eines Kreises zu berechnen, dessen Peri- 
pherie gleich dem Umfang eines gleichschenkeligen Dreiecks ist, 
von dem der Schenkel gleich a == 18,1687 und der Winkel an 
der Spitze gleich ß = 93» 37' 63" ist. 

23. Einen Rhombus aus einem Winkel a und der Summe s 
der Diagonalen zu berechnen, a = 63^ 15' 4", s = 26,4. 

24. Ein rechtwinkeliges Dreieck aus der Höhe auf die 
Hypotenuse und der zu einer Kathete gehörigen Mittellinie zu 
berechnen. 

25. Von drei Geraden schneiden sich die erste und die 
zweite unter dem spitzen Winkel a, die zweite und dritte unter 

13* 



196 YermiBchte Aufgaben. [Auh. 5. 

dem spitzen Winkel /), die dritte und erste unter dem spitzen. 
Winkel y. Eine Strecke m der ersten Geraden ist auf die zweite 
projicirt, die Projection dann auf die dritte, die zweite Projection 
auf die erste, die dritte Projection auf die zweite Gerade projicirt, 
u. 8. f. bis in's unendliche. Welches ist die Summe von m und 
allen Projectionen ? 

26. Beweise mittelst des Badius des einbeschriebenen Kreises, 

daaa — = co^iP + cQ^iv „ ^JL 
b cotg^a + cotg^y sin/J' 

27. Ein Parallelogramm aus der Summe s zweier anein- 
anderliegender Seiten^ einer Diagonale c und dem der letzteren 
gegenüberliegenden Winkel ß zu berechnen, s = 621, c = 327, 
ß = 63« 31' 8",3. 

28. Den Flächeninhalt eines Segments zu berechnen; dessen 
Sehne gleich ^ der Peripherie ist, wenn der Flächeninhalt des 
Kreises gleich F gegeben ist. F = 2638. 

29. In einem Dreieck ist von einem Eckpunkt aus eine 
Transversale gezogen, welche den betreffenden Winkel in die 
Theile v und tv und die Gegenseite entsprechend in die Abschnitte 
p und q theilt. Man berechne das Dreieck aus diesen Stücken, 
p = 36, ^ = 60, v = 3' 40", w = ö'. 

30. Ueber der Grundlinie eines Dreiecks, dessen beide 
andere Seiten a = 5, b == & sind, ist nach aussen ein Halb- 
kreis construirt. Wie gross muss der Winkel y an der Spitze 
sein, wenn der Inhalt des Dreiecks sich zu dem des Halbkreises 
wie 3 : 4 verhalten soll? 

31. Ein Quadrat, dessen Seite gleich a ist, sei gleich 
einem gleichschenkeligen Dreieck, in welchem die Summe der 
Basis und der Höhe auf derselben doppelt so gross als ein 
Schenkel ist. Man berechne das Dreieck, a = 3. 

32. Die Diagonale eines regelmässigen Fünfecks sei d = S; 
man berechne seinen Flächeninhalt imd seinen umfang. 

33. Von einem Fünfeck ABC DE sind die Seiten ^^ = a, 
BC = b, CD = c und die Winkel EAB = a, ABC = ß, 
BCD = y^ CDE = 8 gegeben; man berechne die drei fehlenden 
Stücke und den Flächeninhalt, a) ö=14; & = 15; c = 5; 
a = 101^ 25' 16",3; ß = 53<> 7' 48",4; y = 126^ 62' 11",6; 
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d = 133« 36' 10",1, /J) a = 39; ^> = 65; c = 20; a = 202« 
3ril",5; /J==53«7'48",4; y=1040lö'0",l; *=138«53'16",5. 

34. Von einem Sechseck ABCDEF seien die Seiten 
AB =37, BC= 13, CD =17, DE =61, £F=150xmd 
die Wiikel B = 93» 41' 42",8 ; C = 148» 34' 57",8; B = 151« 
55'39",0; ^ = 160« 66' 43",ö gegeben. Man berechne die 
übrigen drei Stücke und den Flächeninhalt. 

35. Innerhalb eines Quadrates ist von jedem seiner Eck- 
punkte aus eine Transversale gezogen^ sodass jede derselben mit 
einer anliegenden^ und zwar jede andere mit einer anderen Seite 
denselben gegebenen Winkel a bildet. Die vier Transversalen 
schliessen dann ein kleineres Quadrat ein. Wie verhttlt sich der 
Flächeninhalt des letzteren zu dem des ersteren? 

36. Ein Quadrat ist einem anderen so einbeschrieben, dass 
seine Eckpunkte auf den Seiten des letzteren liegen ; sein Flächen- 
inhalt verhält sich zu dem des anderen, wie m : n. Welche 
Winkel bilden seine Seiten mit denen des anderen? m : n «= 1 : 2. 
Welches der einbeschreibbaren Quadrate ist das kleinste? 

37. In der Figur des bekannten Euclid 'sehen Beweises 
des pythagoreischen Lehrsatzes sind zur Construction von zwei 
Paaren congruenter Dreiecke, von denen jedes halb so gross ist, 
als eines der Quadrate der Katheten, vier Verbindungslinien ge- 
zogen. Wie lang sind diese und welche Winkel bilden sie mit 
den Seiten des Dreiecks? Gegeben sind die Katheten a, b. 

38. Die vier Seiten eines Vierecks seien der Beihe nach 
gleich 33; 63; 16; 56, und der Winkel zwischen der ersten und 
vierten Seite sei dem Winkel zwischen der zweiten und dritten 
gleich. Man berechne die beiden anderen Winkel, die Diago- 
nalen und den Flächeninhalt des Vierecks. 

39. Von einem Punkte P gehen vier gerade Linien aus, 
deren Längen der Beihe nach gleich c, d, e, f gegeben sind. 
Ausserdem sind die Winkel cjä^^a, d/e = ß^ e/f=y gegeben. 
Welche Beziehungen müssen zwischen den gegebenen Grössen 
^bestehen, wenn die Verbindungslinien der Endpunkte der vier 
Geraden ein Bechteck begrenzen sollen? 

40. Im Innern eines Quadrats ist ein Punkt angenommen, 
dessen Verbindungslinien mit* den Eckpunkten des Quadrats be- 
züglich die Längen b, c, d, e haben. Wie gross ist die Seite 
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des Quadrats? Welche Bedingnngagleichung zwiBchen b, d, c, e 
musB erfüllt sein? Welche Winkel bilden die Verbindungslinien 
mit den Seiten? 

41. In einer Seite AB eines Dreiecks ABC ist ein Funkt D 
angenommen, dessen Abstände von den Seiten AC, BC bezüglich 
gleich A und k gegeben seien. Ausserdem seien die Winkel des 
Dreiecks gemessen. Man berechne den Inhalt des Parallelogramms, 
welches durch zwei von D was zu AC^ bezw. BC gezogene Par- 
allelen entsteht, und die Winkel an der Diagonale /JC^ desselben. 

42. Vom Fusse A eines Thurmes aus sei in der Horizontal- 
ebene desselben eine Strecke AB ^ a und weiterhin auf ihrer 
Verlängerung über B eine eben so grosse Strecke B C abgemessen ; 
die letztere erscheine an der Spitze des Thurmes unter dem Seh- 
winkel a. Wie hoch ist der Thurm ? O = 100, a = 14" 2'. 

43. Um die Höhe des kaiserlichen Schlosses in Berlin zu 
bestimmen, wurde zunächst auf dem flachen Dache die Länge der 
vorspringenden Portalftont (Nr. 1) AB durch zweimalige Messung, 
C = 16",474 und 16"',475 bestimmt. In einem Standpunkt P auf 
dem Schlossplatz wurde der Höhenwinkol von A, ^ APA' ^a 
= 18° 34|', und der von B, -^ BPB' = /3 = 16" 28f , endlich 
der von den horizontalen Schenkeln eingeschlossene Winkel 
^Pß'^=y=T> 22^ gemessen. Die Queraie des Theodoliten 
befand sich k = l^jOöÖ über der Erweiterung der Ebene des 
Trottoirs neben dem Portal Nr. 2. Wie hoch ist das Schloss 
am Portal Nr. 1 über dieser Grundebene am Schlossplatz? 

44. Die Höben zweier durch ein Thal getrennten Berg- 
spitzen über dem Niveau des Thaies sind bezüglich hy ^ 576 
und Äj = 2486, die directe Entfernung der beiden Gipfelpunkte 
S, Sj ist d = 2486. Im Thale soll ein Punkt Ä in der durch 
die Gipfel gehenden Vertikalebene bestimmt werden, in welchem 
dieselben unter gleichem Elevationswinkel et erscheinen. Man 
berechne a, SfAi, SjX 

45. In dem einem gegebenen Dreieck umbeschriebenen Kreise 
seien die Durchschnittspunkte der Peripherie mit den Verlänge- 
rungen der Höhen zu Eckpunkten eines neuen Dreiecks ange-' 
nommen. Man berechne die Winkel, die Seiten, den Flächen- 
inhalt, u. s. w. des letzteren mittelst der entsprechenden Stücke 
des gegebenen, bezw. man gebe «üe zwischen den Stücken der 
beiden Dreiecke bestehenden Beziehungen an. 
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46. Ebenso für dasjenige Dreieck, dessen Eckpunkte die 
Berüliningspunkte der Seiten des ursprünglichen mit dem ihm 
einbeschriebenen Kreise sind. 

47. Ebenso für das Dreieck, dessen Eckpunkte die kleineren 
Bogen zwischen den Berührungspunkten des einbeschriebenen 
Kreises halbiren. 

48. In den Eckpunkten eines gegebenen spitzwinkeligen 
Dreiecks seien auf den anliegenden Seiten Senkrechte errichtet; 
es entsteht ein Sechseck , dessen Eigenschaften mit Beziehung 
auf jenes Dreieck untersucht werden sollen. 

Anhang 6: Aufgaben ttber Maxima und Minima zu 

trigonometrischer Lösung. 

1. Von allen Bechtecken mit gegebener Diagonale dasjenige 
zu bestimmen^ welches den grössten Umfang hat. 

2. Ebenso dasjenige Bechteck, welches eine gegebene Diago- 
nale und einen möglichst grossen Flächeninhalt hat. 

Umgekehrt: unter allen Bechtecken von gegebenem Inhalt 
dasjenige zu bestimmen, dessen Diagonale ein Minimum ist. Bil- 
dung entsprechender Umkehrungen zu den folgenden Aufgaben. 

3. Ein Parallelogramm von möglichst grossem Flächen- 
inhalt zu bestimmen ; wenn die beiden Diagonalen desselben ge- 
geben sind. 

4. Von einem Viereck, in welchem zwei Seiten parallel 
und die beiden anderen einander gleich sind, sei die Summe der 
parallelen Seiten und eine Diagonale gegeben. Man bestimme 
dieses Viereck so, da&is sein Flächeninhalt ein Maximum werde. 

5. In einen Ereissector ein Parallelogramm zu beschreiben, 
welches den Winkel am Centrum mit jenem gemeinsam habe, 
dessen einer Eckpunkt auf dem Bogen liege, und dessen Flächen- 
inhalt möglichst gross sei. 

6. Von allen Dreiecken, welche eine gegebene Grundlinie 
und einen gegebenen Winkel an der Spitze haben, dasjenige zu 
bestimmen, welches den grössten Umfang hat. 

7. In einem Kreise sei auf einem Badius vom Mittelpunkt 
6^ aus eine Strecke CB abgeschnitten; man bestimme den grössten 
unter denjenigen Peripheriewinkeln dieses Kreises, deren Schenkel 
bezüglich durch die Punkte B und C gehen. 
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8. Von allen Dreiecken, welche dieselbe Summe zweier 
Seiten und dieselbe dritte Seite haben, dasjenige zu besümmen^ 
in welchem der letzteren der grösste Winkel gegenüberliegt. 

9. Das grösste von allen Dreiecken zu bestimmen, welche 
einen gegebenen Umfang und einen gegebenen Winkel haben. 

10. Einen gegebenen Winkel als Peripheriewinkel in einen, 
gegebenen Kreis so einzutragen, dass die Summe der auf seinen 
Schenkeln abgeschnittenen Seimen ein Maximum ist. 

11. Ebenso, wenn das Rechteck aus den beiden Sehnen 
ein Maximum sein soll. 

12. Von allen Tangenten- Vierecken eines gegebenen Kreises, 
welche einen gegebenen Winkel und die Eigenschaft haben, dass 
sich denselben zugleich ein Kreis umbeschreiben lässt, diejenigen zu 
finden, deren Flächeninhalt ein Maximum oder ein Minimum ist. 

13. Von allen einem gegebenen Kreise umbeschriebenen 
Vierecken, welche zwei gegebene Winkel haben, dasjenige zu be- 
stimmen, dessen Flächeninhalt ein Minimum ist. 

14. Das grösste von allen denjenigen Vierecken zu be- 
stimmen, welche einen gegebenen Winkel, einen gegebenen Um- 
fang und die Eigenschaft haben, dass sich sowohl in, als um 
jedes Kreise beschreiben lassen. 

15. Durch einen zwischen den Schenkeln eines Winkels 
gegebenen Punkt eine Gerade so zu ziehen, dass das Rechteck 
aus ihren Abschnitten ein Minimum werde. 

16. Welches ist das grösste unter allen Dreiecken, deren 
Spitze der Mittelpunkt eines gegebenen Kreises und deren Grund- 
linie eine zu einer gegebenen Geraden parallele Sehne ist? 

17. Welches unter allen gleichschenkeligen Dreiecken, die sich 
einem gegebenen Kreise einbeschreiben lassen, hat den grössten 
Umfang? 

18. Welches unter allen gleichschenkeUgen Dreiecken, die sich 
einem gegebenen Kreise einbeschreiben lassen, hat den grössten Inhalt ? 

19. Welches ist das grösste von allen Dreiecken, deren 
Spitzen im Mittelpunkt eines gegebenen Kreises liegen, und deren 
Grundlinien Sehnen sind, die sich in einem innerhalb oder ausser- 
halb des Kreises gegebenen Punkte schneiden? 

20. Von allen einem gegebenen Kreise umbeschriebenen 
Dreiecken, welche einen gegebenen Winkel haben, dasjenige zu 
finden, welches den grössten oder den kleinsten Flächeninhalt hat. 
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21. Ebenso^ wie in 20, dasjenige, welches den grössten 
oder den kleinsten Umfang hat. 

22. In einen gegebenen Kreissector soll ein Bechteck von 
möglichst grossem Inhalt so einbeschrieben werden ^ dass zwei 
seiner Seiten der Halbirungslinie des Centriwinkels parallel werden. 

23. Auf dem Bogen eines Kreissectors einen Punkt so zu 
bestimmen, dass die von ihm auf die begrenzenden Radien ge- 
fällten Senkrechten eine möglichst grosse Summe geben. 

24. EbensO; wenn die beiden Senkrechten mit den begrenzenden 
Badien ein möglichst grosses Viereck einschliessen sollen. 

25. Auf dem Bogen eines Kreissectors soll ein Funkt be- 
stimmt werden, sodass seine Verbindungslinie mit dem Mittel- 
punkt durch die Sehne des Bogens in zwei Abschnitte getheilt 
wird, deren Product ein Maximum ist. 

26. Zu einer gegebenen Sehne eines Kreises eine parallele 
Sehne in denselben zu legen, sodass der Inhalt des hierdurch 
bestimmten einbeschriebenen Trapezes ein Maximum werde. 

27. Auf der Peripherie eines gegebenen Kreises einen 
Punkt so zu bestimmen, dass die Summe der Quadrate seiner 
Abstände von zwei gegebenen Punkten der Peripherie ein Maxi- 
mum werde. 

28. Unter allen Kreis-Abschnitten, welche einen gegebenen 
Flächeninhalt haben , denjenigen zu bestimmen , welcher den 
kleinsten Umfang hat. 

29. Auf der Spitze eines Thurmes von a^ Höhe ist eine 
vertikale Signalstange von h^ Höhe aufgesteckt; man bestinmie 
die Entfernung vom Fusse des Thurmes in der betreffenden 
Horizontalebene, in welcher die Stange unter dem grössten Ge- 
sichtswinkel erscheint. 

30. Um einen Punkt in der Peripherie eines Kreises sei 
deijenige Kreis beschrieben, welcher innerhalb des ersteren den 
grössten Bogen liefert; man berechne den Centriwinkel dieses 
Bogens. (Transcendente Gleichung. Vergl. Anh. 3, /".) 

31. Welchen Neigungswinkel muss ein Dach, dessen Basis 
gleich b gegeben ist, haben, damit das Wasser in der möglichst 
kleinsten Zeit von demselben abfliesst? 

üeber die Behandlung dieser und anderer Aufgaben vergl. Martus 
Maxima und Minima. 
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O. Sphärische Trigonometrie. 
I. Das' rechtwinkelige Dreieck. 

§. 31. Die Fundamental-Formeln. 

1. Es seien OA, OB^ OC die Kanten einer an 0(7 recht- 
winkeligen körperlichen Ecke; BC senkrecht auf ö(7, BA senk- 
recht auf OAy und mithin CA senkrecht zu OA'^ durch die 
Ebene ABC ist am Punkte B eine zweite Ecke entstanden^ 
welche die Complementar- Ecke der ursprünglichen heisse. Man 
bestimme die ebenen Winkel und die Flächenwinkel der Com- 
plementar -Ecke aus den Stücken der ursprünglichen. Welche 
Formeln erhält man, wenn man die Fundamentalformeln für die 
Berechnung der rechtwinkeligen Ecke auf die Stücke ihrer Com- 
plementar-Ecke anwendet? 

2. Lässt sich der Aufgabe 1 entsprechend zu einem ge- 
gebenen rechtwinkeligen sphärischen Dreieck ein „Complementar- 
Dreieck" auf einfache Weise construiren? Wieviele der Formeln 
für das erstere sind noth wendig, um durch Anwendung derselben 
auf die beiden Dreiecke sämmtliche sechs Fundamentalformeln 
des rechtwinkeligen sphärischen Dreiecks- zu erhalten , und wie 
lassen sich also die vier übrigen aus jenen beiden ableiten? 

3. Welche Formen erhalten die sechs Grundformeln des 
rechtwinkeligen sphärischen Dreiecks, wenn eine Kathete ein 
Quadrant ist ; welche^ wenn beide Katheten Quadranten sind ? 

4. Wird der Badius im Verhältniss zu den Seiten eines 
sphärischen Dreiecks derselben Kugel unendlich gross (oder diese 
im Verhältniss zu jenem unendlich klein), so nehmen die Centri- 
winkel der Seiten bis zum Verschwinden ab, und es nähert sich 
der Sinus eines solchen der Grenze Null, der Cosinus der Grenze 1, 
und das Verhältniss . der Sinus oder Tangenten zweier solcher 
Bogen hat das Verhältniss der Bogen selbst zur Grenze. Das 
sphärische Dreieck endlich geht in ein ebenes über. Welche 
Formeln für das rechtwinkelige ebene Dreieck erhält man auf 
dem angegebenen Wege aus den Grundformeln des rechtwinkeligen 
sphärischen? Die Gleichung cos c === cos a . cos ft quadrire man 
und führe statt der Cosinus die Sinus ein. 

5. Zieht man durch den Scheitel C des rechten Winkels 
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eines rechtwinkeligen sphärischen Dreiecks an jede der anliegenden 
Seiten eine Tangente bis zum Durchschnitt mit der entsprechenden 
Kante und verbindet die Durchschnittspunkte B^ A^ mit einander, 
so kann man mittelst der Dreiecke CB^A^ und B^OA^ die Linie 
Ay^ ^1 doppelt durch Stücke des gegebenen sphärischen Dreiecks 
ausdrücken. Auf welche Formel wird man hierdurch geführt? 

6. Lassen sich die Grundformeln für rechtwinkelige sphä- 
rische Dreiecke auch auf solche Dreiecke übertragen, welche einen 
Winkel von 270® haben, und in welcher Weise? 

§. 32. 'Die Fundameutal-Aufgaben. 

a) Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck aus der Hypo- 
tenuse c und einer Kathete a zu berechnen. 

1. c = 83<^ 24' 15",3 

a = 34. 11. 20,1 

logcosc=9,0601816;logsinc=9,9971159;logtangc=10,9369344 
logcosa=9,9176049;logsinrtf=9,7496771 ;logtangflr= 9,8320722 
logcosZ?=9,1425767;logsina=9,7ö25612; log cos ß^ 8,8951378 

^ = 82® 1' 5",24; a = M^ 26' 55",155 /3=85» 29' 4l",50. 
Probe : log cos |3 = log cos b -\- log sin a. 

2. t? = 83® 17' 10" 

a = 17. 21. 32 

log cos c= 9,06786; log sine =9,99701; log tangc= 10,92915 
log cos flg= 9,97976; log sin tf= 9,47473; logtanga= 9,49498 
log cos Z> = 9,08810; log sin «=9,47772; log cos /3= 8,56583. 
^^ = 82» 57' 51",2; « = 17» 28' 57",0; ^=870 53'28",0. 





c 


a 


b 


tt 


ß 


3. 


550 9' 32" 


220 15' 7" 


51053' 0",0 


27« 28' 37",5 


73« 27' 11",1 


4. 


23. 49. 51 


14. 16. 35 


19. 17. 0,0 


37. 36. 49,3 


54. 49. 23,3 


5. 


44. 83. 17 


32. 9.17 


32.41. 0,0 


49. 20. 16,7 


50. 19. 16,0 


6. 


75. 28. 41 


54. 48. 12 


64.12.41,4 


57. 34. 52,3 


68. 27. 15,1 


7. 


95. 44. 12 


12. 15. 19 


95.52.15,1 


12. 19. 4,1 


^1.15. 1,4 



8. c= 97M3' 4" 9,09914n; 9,99655; 0,89741n 
a = 132. 14. 12 9,82750w; 9,86945; 0,04196 n 

9,27164; 9,87290; 9,14455 
= 79» 13' 38",2; « = 131« 43' 50",0; ß = 81» 58' 53",3. 
Warum war hier für a der stumpfe Winkel zu nehmen? 
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9. c=10{y 12'48"; « = 121" iS' 34"; b = 7Cfl 18' iS" ,7 ; 
a— 120« 14'8",3i /J = 73" 4' 47",1. 

10. c = 37" 40' 20" 9,89846 9,78614 9,88768 
a -= 37. 40. 12 9,89847 9,78612 9,88764 

9,99999 9,99998 9,99996 
« — 0"17' — 0*28'? « = 89« 24' — 31'? ^^0»44' — 49'? 

11. Ffir Fälle von üngentraigkett , wie in der vorigen Auf- 
gabe, dienen die Formeln ; tang^d' = tftng^(c -}" o) . tang ^(c — a) ; 

tang{45''— |a)'=cotgi(c-|-a).tangi(c— «); 
tangi^=sin(c-a):flin(c+a). 
Man leite diese Formeln aus den entepreclienden, welche 
vorher angewendet worden, ab. 

12. Wiederholung von Nr. a, 10 nach den Formeln in 
Nr. 11. 

c = 37» 40' 20" 
a ™ 37. 40. 12 
c + a=76, 20. 32 
c ~a= 0. 0. 8 
|(c + a) — 37. 40. 16 
llc — a)= 0. 0. 4 
log tang i (c + a) =9,88766 log sin (c — a) '=5,58866 •) 
log tang {{e~a) = 5,28763 *) log ein (c + a) = 9,985 63 
log tang^ft' =5,17529 log tang i (3' = 5,60303 

logtaag(45'' — ia)*=5,39997 log tang ^ /3 = 7,80152 

log tang J ö = 7,58765 ^/3= 0''21'46" 

logtang(45» — 4«) =7,69999 ß= 0.43.42,0 

i&=0"13'lB",13 b = 0.26.36,3 

45» — i« =0. 17. 13,73 a — 89. 25. 32,6 

13. c = 43''0'26"; a™ 42" 51' 44"; ft = 3" 65' 35",4 ; 
a = 85" 46' 47",8; ß = 5" 45' 42",4. 

14. c = 171» 0'; <i =. 8" 12'; b = 176» 16' 40",1; 
a = 65» 44' 63' ,3 ; ß = 155» 28' 52",5. 

b) Ein rechtwinkeliges spMrlsohes Dreieck aus Beinen beiden 
Katheten a, b zu berechnen. 



*) Vergl. §. 16^, Begel 5, und ft, Elegel 3. 
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log cos a 
log cos h 



a = 16« 2' 15",3 
b = 57. 27. 20,5 
9,9827598; log tang ö 
9,7307432; log sin b 



9,4585704; 
9,9258151; 



log cos c = 9,7135030 + log tang a = 9,5327553; 

c = 58« 52' 3",99 ; a = 18« 49' 45",89 ; 

log tang b = 10,1950719 

log sin a= 9,4413302 

log tang /8= 0,7537417 

ß = 80« 0' 4",91. 

Probe : log cos c -{- log tang a -f- log tang ß :» 0. 

2. ö = 85« 20' 15" 

b = 36. 40. 10 

log cos « = 8,9 1001; logtanga= 1,08854; log tang& = 9,87189 

lo g cos Z» =9,90422; log sin b =9,77612; log sin a =9,99856 

log cos c = 8,81423; logtanga = 1,31242; logtang/3 = 9,87333 

c = 86« 15'42",6; a = 87«12'41",5; ß = 36«45'36",7. 

3. a = 178« 12' 20" 9,99979n 8,49595n 8,62535 
b = 2. 25. 9,99961 8,62497 8,49574 

9,99940n 9,87098w 0,12961 
c = 177« 0'? « = 143« 23' 17",8; ß = 53« 25' 32",1. 

log tang a = 8,49595« oder log tang b = 8,62535 
log cos ß = 9,77519 log cos a = 9,90458 n 



log tang c = 8,72076 n = 
c = 176« 59' 26". 



8,72077 n 





a 


b 


c 


a 


ß 


4. 


1200 10' 0" 


150'' 59' 44" 


63» 55' 43",3 


1050 44' 21",25 


1470 19' 47",2 


5. 


50. 0. 


36. 54. 49 


69. 4.25,7 


63. 16. 13,2 


44. 26. 21,4 


6. 


36.27. 


43. 32. 31 


54. 20. 


46. 59. 48,3 


67. 69. 19,2 


7. 


86.40. 


32.40. 


87. 11. 39,8 


88. 11. 67,8 


32. 42. 37,8 


8. 


41. 50. 20 


50. 18. 11 


61.36. 5,0 


49. 19. 28,6 


61. 1.32,9 



c) Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck aus der Hypo- 
tenuse c und einem ihr anliegenden Winkel a zu berechnen. 

1. c = 81« 29' 32"; a = 32« ;i8' 17". 

log sin c = 9,9951945; log tang c = 10,8250982; 

log sin a = 9,7278843 ; log cos a = 9,9269687 ; 

log sin a = 9,7230788 ; log tang b = 0,7520669 5 
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log cos c = 9,1700960 
log tang a == 9,8009157 
log cotg ß = 8,9710120 
= 31« 54' 24",99 ; ^ = 79» 57' 48",65 ; ß 
Probe : log sin « = log tang b + log cotg j5. 



840 39' 21", 33. 



2. c = 17» 40' 12"; a = 27» 0' 50". 

log sine = 9,48221 ; log tang c =9,50320; log cos c =9,97901 

log sin «=9,65725; log cos iy= 9,94983 ; log tang a = 9,70743 

logsinö= 9,13946; log tang ^ = 9,453037~log cotg /3 = 9,68644 

a = 70 55' 28",0; b = 15» 50' 40",0; ß = 64» 5' 26",4. 

In welchem Falle ist a > 90*^ zu nehmen? 



3. c = 89» 30' 30"; a 
9,99998 2,06644 7,93354 
9,99996 8,10963 1,89034 



890 15' 45". 

log tang a = 1,89034 
log sin b = 9,92014 



9,99994 0,17607 9,82388 
a=89n'~5'? & = 56n8'3l",l; 
ß = 56» 18' 42",2. 



log tang a = 1,81048 
= 890 6'48",9 





c 


0; 


a 


b 


ß 


4. 


690 25' 11" 


540 54' 42" 


500 


560 50' 49" 


63*25' 4" 


5. 


112.48. 


56. 11. 56 


50. 


127. 4. 32 


120. 3. 50 


6. 


46. 40. 12 


37.46. 9 


260 27' 23",8 


39. 57. 41,4 


62. 0. 4,0 


7. 


118.40. 1 


128. 0. 4 


136. 15. 32,7 


48. 23. 38,6 


58. 27. 4,3 


8. 


68. 30. 25 


22. 0. 55 


18. 38. 27,4 


56. 32. 33,3 


78. 4.23,3 



d) Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck aus einer Kathete a 
und dem gegenüberliegenden Winkel a zu berechnen. 

1. ö = 32» 11' 0",54; a = 42» 23' 59",90. 

log sin a = 9,7264275; log tang a = 9,7988792 
log sin a = 9,8288545 ; log tang a = 9,9605301 



log sin c 
c, = 



= 9,8975730; log sin b = 9,8383491 
52M0'34",74; b^ ^ 43<> 34' 2",26; 
127. 49. 25,26; b.^ = 136. 25. 57,74; 

log cos a = 9,8683244 
log cos a = 9,9275483 
log sin ß = 9,9407761 
ß^ = 60» 45' 10", 7 7 
ß^ = 119. 14. 49,23. 
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t = 77» 21' 50"; a = 83» 56' 40". 

=- 9,98935 log taug a = 0,64939 log coa a = 9,02323 

= 9,99757 log tang g= 0,97435 log coa a ^ 9.33996 

= 9,99178 log Bin b = 9,67504 log sin ß = 9,68327 

'53'20",0 ft, = 28»14'31",1 (3,= 28" 49' 57",4 

6.40,0 *, = 151.45. 28,9 ^.^ = 151. 10. 2,6 
log Hin c + log sin p =- log sin b. 

! = 77" 21' 50"; a = 40» 40' 40". 
log Bin a = 9,98935 
log ein a = 9,81412 
log sin C = 0,17523, unmöglich. 

= 34» G' 13"; a = 34" 7' 41". 
= 9,74872 log tang a = 9,83068 log cos a = 9,91792 
= 9,74900 log tang a = 9,83108 log coa a = 9,9180 4 
= 9,99972 log sin ö = 9,99960 log sin ß = 9,99988 
56' — 57'? *, = 87* 32'— 33'? /J, = 88» 38' — 40'? 

olgende Formeln abzuleiten: 

; (45»-ic)' = tang ^ (a~a) . cotg^ (a + a), 

,(45»-ift)' = sin {a-a) -. sin {«+«), 

g (45«-|^)' = tang 4 («-a) . tang ^ («+a). 

F^iederbolung von d 4. nach den Formeln in 5. 
a = 34» 6' 13" 
a=34. 7.41 
u — a= 0, 1. 28 
a-f-o = 68. 13. 54 
i {a — a)^ 0. 0.44 
i (« + «) = 34. 6.57 
(a — a) = 6,32903 log sin {a—a) = 6,63006 
(tt-f-a) = 9,83088 logain(g+a) =9,96788 
S«— 4.c)== 6,49815 logtang(45"— i(')*=6,66218 
5»— |jJ)== 6,15991 logtang(450— iJ) = 8,33109 
5»— ic) =8,24908 ■ 45»-4ö = l»13'40",30 

>o_4y3) = 8,07996 b =87»32'39",4 

\C=\'> 0'59",83 c =87.58. 0,3 

[j3=0. 41. 19,50 ^=88.37.21,0. 
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a 


a 


<^i 


*, 


ßi 


7. 


83» 10' 1" 


84» 46' 19" 


85» 36' 60" 


50« 0' 0" 


50M2' 5" 


8. 


87. 12. 28 


87. 61. 37 


88. 12. 20 


50. 0. 6 


50. 2. 6 


9. 


33. 40. 10 


43. 21. 17 


53. 51. 27 


44. 62. 28 


60. 53. 25 


10. 


46. 41. 15 


56. 0. 


61. 21. 51,7 


45. 40. 50 


54. 36. 13,3 


11. 


111.44. 


95. 45. 1 1 


69. 0. 25 


14. 37. 27 

a 


15. 42. 24 



e) Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck aus einer Kathete a 
und dem anliegenden Winkel ß zu berechnen. 



1. ö = 20» 17' 3", 14 
log tang a = 9,5677294 
log cos ß = 9,9353676 



/J = 30» 29' 22",05. 

log sin a = 9,5399252 
log tang ß = 9,7699658 



log tang c = 9,6323619; log tang b = 9,3098910 

c ='230 12' 53",19; b = 11» 32' 12",74; 

log cos a = 9,9721957 

log sin ß = 9,7053332 

log cos a = 9,6775289 

«=61» 34' 51",93. 

2. a = 88» 5' 7"; ß = 38» 19' 48". 

log tang a = 1,47585 log sin « = 9,99976 log cos a = 8,52390 

log cos ß = 9,89457 log tang ß = 9,89796 log sin ß = 9,79253 

log tang (? = 1,58128 log tang b = 9,89772 log cos a = 8,31643 

c = 88» 29' 51",9 ; & — 38^ 18' 53",0; a = 88» 48' 45",5. 

Probe: log tang c -|- log cos a =» log tang b. 

Wie verfährt mau, wenn sich a nahe an 0» oder 180» ergiebt, also 
durch die Cosinus der Tafeln nicht genau zu bestimmen ist? 





a 


ß 


c 


b 


a 


3. 


92» 47' 32" 


50» 2' 1" 


91» 47' 40" 


50» 0' 0" 


92» 8' 23" 


4. 


96. 49. 59 


50. 12. 4 


94. 23. 10 


50. 0. 


95. 14. 41,5 


5. 


2. 0.55 


12.40. 


2. 3. 55,8 


0. 27. 10,2 


77. 20. 28,4 


6. 


20. 20. 20 


38. 10. 10 


25. 14. 38,2 


15. 16. 50,4 


54. 35. 16,7 


7. 


54.30. 


35.30. 


59. 51. 20,8 


30. 8.39,2 


70. 17. 35 



f ) Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck aus seinen Win« 
kein a, /3 zu berechnen. 

1. « = 32« 23' 19"; j3 = 69» 12' 25". 



log cotg a = 10,1976776 
logcotgj3= 9,5794700 



log cos c = 9,7771476 
C = 53öl3'45",23; 



log cos a = 9,9265659 ; 
log sin ß = 9,9707506 ; 



log cos a = 9,9558153; 
a = 25« 24' 33",70; 
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log cos ß = 9,5502206 

log sin a = 9,7288884 

log cos b = 9,8213322 

b = 48« 29' 31",58. 

2. a) a = 42« 24' 9"; ß = 99^ 4' 11". 
log cotg a = 0,03943 log cos cc = 9,86830 log cos ß 
logcotgj8=-=9,20312n logsin /J=9,99454 log sin« 



9,19766w 

: 9,82887 



log cos c =9,2425511 logcosa = 9,87376 log cos ^?= 9,36879 n 
c = 100« 4' 1",7 a = 41« 36' ll",l b = 103<> 31' 9",1 

Probe: log cos c = log cos a + log cos b, 
b) a = 42<> 24' 9"; /S = 9^ 4' 11", unmöglich. Warum? 
Wie kann man aus den hier gebrauchten Formeln andere 
ableiten, welche die gesuchten Stücke in ungünstigen Fällen ge- 
nauer durch Tangenten bestimmen, und wie lauten dieselben? 
Yergl. a. 11. und d. 5. 





a 


ß 


c 


a 


b 


3. 


63<> 15' 12" 


135» 33' 39" 


120« 55' 34" 


49» 59' 56" 


1430 5' 12" 


4. 


116.43. 12 


116. 31. 25 


75. 26. 59 


120. 10. 3 


119.59.49 


5. 


46. 59. 42 


57. 59. 17 


54. 20. 3 


36.27. 


43. 33. 30 


6. 


90. 0. 


88. 24. 35 


90. 0. 


90. 0. 


88. 24. 35 


7. 


10. 45. 52,0 


79.34.20,1 


14.32. 


2. 41. 10,0 


14.17. 



§. 33. Berechnung sphärischer Dreiecke, welche 
sich auf rechtwinkelige zurückführen lassen. 

1. Ein sphärisches Dreieck zu berechnen, in welchem eine 
Seite c ein Quadrant ist, wenn die beiden anderen Seiten ge- 
geben sind, ö = 174M2' 49", 1; b = 94<> 8' 20",0. 

2. Ein sphärisches Dreieck zu berechnen, in welchem eine 
Seite c ein Quadrant ist, wenn die ihr anliegenden Winkel a, 
ß gegeben sind. « = 110» 47' 50"; ß = 135» 35' 34",5. 

3. Entsprechende Aufgaben: Ein sphärisches Dreieck zu 
berechnen, in welchem eine Seite gleich 90^ ist, wenn gegeben 
sind : a) der ihr gegenüberliegende Winkel und ein ihr anliegen- 
der Winkel , b) der ihr gegenüberliegende Winkel und eine zweite 
Seite, c) ein ihr anliegender Winkel und die diesem gegenüber- 
liegende Seite, d) ein ihr anliegender Winkel und die zweite 
diesem anliegende Seite. 



Beidt, Aufgaben. I. 



14 



1 
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4. Ein gleichschenkeliges sphärisches Dreieck aus dem 
Schenkel und der Grundlinie zu berechnen. 

5. Die Winkel eines gleichseitigen sphärischen Dreiecks 
aus der Seite desselben zu berechnen. 

Bildung entsprechender Aufgaben über Dreiecke , welche zwei 
gleiche Seiten oder Winkel haben. 

6. Ein sphärisches Dreieck^ in welchem die Summe zweier 
Seiten oder die Summe zweier Winkel 180® beträgt, aus Be- 
stimmungsstücken desselben zu berechnen. 

a) ö = 68» 23' 45"; b = 121« 36' 16"; ^ = 68« 2^ 12"; 
a= 24.16.10; /5 = lö5. 43. 50; y= 26.35.18. 

ß) a= 152. 11. 36; b = 27. 48. 24; c = 160. 57. 50; 
a = 108. 31. 55; /J = 71. 28. 5; y = 138. 28. 38. 

7. Ein rechtwinkeliges sphärisches Dreieck, in welchem die 
Summe der drei Seiten 180« beträgt, aus der Hypotenuse c zu 
berechnen. 

§.34. Formeln und Lehrsätze über das rechtwinke- 
lige sphärische Dreieck zum Ableiten und Beweisen. 

1. sin ä^ + sin ft* — sin c^ = sin ö* . sin ft*. 

2. sin ä^ . cos b^ «=■ sin (c — b) , sin (c + b). 

3. sin {c — b) . sin {c-^-b) : sin {c — a) . sin (c + ö) = 
tang ä^ : tang b^. 

4. sin {c — b) . sin (c^b) — sin {c — a) . sin (c + ö) = 
sin a^ — sin b^. 

5 tanfr + a^ l--tangi(P-«) . l-tangj ((?+«) , 

o. xangt« l+tangi(|3-«) l+tang^dJ-f«) 

6. cos a* . sin c^ «= sin (c — ä) . sin (c + fl). 

7. sin «^ . cos c^ = sin (a — ö) . sin (a -f- ä), 

8. sin «^ . cos b^ . sin c^ = sin (c — b) . sin {c + b). 
' 9. cos ö* . cos ß^ = sin (a — ö) . sin (a -f- «). 

10. cos «^ + cos c* — cos a^ = cos a* . cos c^ 

11. sin «^ = cos /3* -f- sin ä^ . sin /J^. 

12. tang a . cos c = sin ^ . cotg ß, 

13. 2 . cos i «' . cos & . sin c = sin {b + c), 

14. 2 . sin ^ «^ . cos ^ . sin c =* sin (c — b). 

15. sin (a+b). tang ^ (a + /J) = sin (a — i»). cotg^ (« — jJ). 
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16. sin (a + fl) = -;— , '- ; 

V I rj 1 + cos 6 . C08 fl ' 

/ /,v cos b — cos a 

sm (a — /J) = i_cos6.cos«' 

17. co8(« + /J)-=- . f"°-^* , ; 

^ ' '^'' 1 -f- COS a . cos b ' 

/ /,N sin a . sin 6 

COS (a — p) = z T . 

V r'y 1 — cos a . cos 6 

18. Das Quadrat der Tangente jeder Kathete ist gleich dem 
Rechteck aus der Tangente der Hypotenuse und der Tangente 
desjenigen Abschnitts der letzteren^ welcher zwischen jener Kathete 
und der Hypotenusen-Höhe liegt. 

19. Das Quadrat des Sinus der Hypotenusen-Höhe ist gleich 
dem Product der Tangenten der durch sie gebildeten Abschnitte 
der Hypotenuse« 

20. Sind in einem rechtwinkeligen sphärischen Dreieck die 
Katheten a, h einander gleich, so ist 

cotg a s=: cos a = ^cos c. 

§. 35. Anwendungen des rechtwinkeligen 

sphärischen Dreiecks. 

1. Ein sphärisches Quadrat ist ein sphärisches Viereck, stereom. 
welches gleiche Seiten und gleiche Winkel hat Durch die Dia- 
gonalbogen wird dasselbe in vier rechtwinkelige Dreiecke zerlegt. 
Man berechne aus der Seite eines solchen Quadrats den Winkel 
desselben oder aus dem Winkel die Seite. 

2. Eine regelmässige Ecke ist eine drei- oder mehr- 
seitige körperliche Ecko; welche lauter gleiche ebene Winkel und 
lauter gleiche Flächenwinkel hat. Ihr entspricht auf der Kugel- 
fläche ein regelmässiges sphärisches Polygon^ d. h. ein 
solches, welches lauter gleiche Seiten und Winkel hat. Aus 
stereometrischen Sätzen ist zu beweisen^ dass es in jeder regel- 
mässigen Ecke eine durch ihre Spitze gehende Gerade giebt; welche 
mit allen Kanten und ebenso mit allen iPlächen der Ecke gleiche 
Winkel bildet. Der Durchschnittspunkt dieser Axe der Ecke mit 
der Fläche des zugehörigen sphärischen Polygons ist der Mittel- 
punkt des letzteren, d.h. seine auf Bögen grösster Kreise ge- 
messenen Abstände von den Eckpunkten des Polygons (grosse 

14» 



Aufg'aben 
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sphärische Radien) und ebenso die entsprechenden Abstände von 
den Seiten (kleine sphärische Radien) sind einander gleich; die 
ersteren halbiren den je zugehörigen Poljgonwinkel^ die letzteren 
halbiren die zugehörigen Seiten. 

Von einem regelmässigen sphärischen Polygon sei die An- 
zahl der Seiten gleich n und eine Seite gleich a gegeben; man 
berechne seinen Winkel und seine sphärischen Radien. 

Man bilde und löse die verschiedenen ümkehrungen der 
vorstehenden Aufgabe. Vergl. hier und weiterhin: Koppe, 
sphärische Trigonometrie. 

3. Man wende die in 2. angeführten Aufgaben auf die 
Ecken der fünf regelmässigen Polyeder an und berechne also fCLr 
jedes der letzteren die Neigungswinkel der aneinanderliegenden 
Flächen und die Neigungswinkel der Axe der Ecke gegen die 
Kanten und die Flächen derselben. 

Anmerkung. Für jeden der fünf Körper existirt eine trigono^ 
metrische Function eines der berechneten Winkel, welche einer 
rationalen Zahl gleich ist. 

4. Man berechne den Neigungswinkel der Seitenflächen 
einer geraden, regelmässig = n-(10-)seitigen Pyramide gegen 
einander aus dem Winkel a («» 18®) an der Spitze einer Seiten- 
fläche. 

5. Durch den Fusspunkt einer Geraden, welche gegen eine 
Ebene unter dem Winkel q) geneigt ist; sei in dieser Ebene 
eine Gerade gezogen, welche mit dem Neigungsschenkel den 
Winkel a bildet. Welchen Winkel bildet diese Gerade mit der 
ersten ? 

6. Von einem schiefen Kegel sei der Radius r der Grund- 
fläche, die Länge a der Axe und die Höhe h gegeben; es soll 
die Länge einer Seitenlinie des Kegels nebst dem Winkel, welchen 
sie mit der Axe bildet, berechnet werden, wenn das vom Fuss- 
punkt der Seitenlinie auf den Neigungsschenkel der Axe gefällte 
Perpendikel gleich p gegeben ist. 

Aitronom. 7. ^^g (Jer Länge der Sonne gleich / und der Schiefe der 

Ekliptik s BS 23^ 27' die Rectascension a und die Declination d 
der Sonne zu berechnen. 

8. Aus der geographischen Breite 97 eines Ortes und der 
Declination d der Sonne für einen bestimmten Tag die Zeit (wahre 
Sonnenzeit) und den Ort des Aufgangs — oder entsprechend des 
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Untergangs — der Sonne zu finden (ohne Bücksicht auf die 
Strahlenbrechung). 

Wann und wo geht also die Sonne am längsten Tage auf, 
an welchem ihre Declination gleich der Schiefe der Ekliptik 
= -\- 23^ 2T ist, z. B. in Berlin, dessen geographische Breite gleich 
52^ 31' ist? Wann geht dieselbe an diesem Tage unter und 
welches ist hiemach die Dauer des längsten Tages in Berlin; 
wenn hierbei von dem Einfluss der Strahlenbrechung abgesehen 
wird? Ebenso für den kürzesten Tag, * = — 23® 27'. 

Für welchen Fall wird die Lösung dieser Aufgabe unmög- 
lich, und was folgt daraus für die betreffenden Orte? 

9. Man berechne die Höhe und das Azimuth der Sonne 
für einen bestimmten Beobachtungsort und einen bestimmten Tag 
um 6 Uhr Morgens (ohne Bücksicht auf die astronomische Strahlen- 
brechung). Gegeben die geographische Breite q) des Ortes 
und die Declination d der Sonne für jenen Tag. fp = 48® 9' 
(München), d = + 23® 27' (längster Tag). 

Wie ändert sich hiemach die Höhe, welche die Sonne um 
6 Uhr Morgens an einem beliebigen Tage hat, mit der Lage des 
Ortes? Welche Lage hat sie für einen Ort im Aequator, welche 
an einem Pole? Welches ist die grösste mögliche Höhe? 

Wie ändert sich das Azimuth an demselben Orte im Laufe 

des Jahres, wie an demselben Tage, wenn die Lage des Ortes 

geändert wird; welchen Werth erhält es für einen Ort des Aequa- 

tors, welchen für einen Pol? 

Anmerkung. Es folfft aus dem Resultate dieser Aufgabe, dass 
die Sinus der genannten Hönen der Sonne für zwei verschiedene Orte an 
demselben Tage sich verhalten, wie die Sinus der geogr. Breiten. Da 
nun die Erwärmung einer Fläche durch die Sonnenstrahlen dem Sinus 
des Neigungswinkels proportional ist, unter welchem die Strahlen die 
Fläche &enen, also dem Sinus der Sonneiüiöhe, so kann hiermit erklärt 
werden, wie im Sommer die Temperatur um 6 Uhr Morgens an einem 
nördlicher gelegenen Orte höher sein kann, wie an einem südlicheren. 

10. Zu welcher Zeit steht an einem Orte der nördlichen 
Halbkugel der Erde und an einem bestimmten Tage die Sonne 
genau im Osten oder im Westen? *==+23®2r; 9 = 59® 66' 
(Petersburg). 

Welche Resultate erhält man für d = 0, d. h. für die Zeit 
der Tag- und Nachtgleichen? Warum kann die Sonne während 
des Sommers nie vor 6 Uhr Morgens im Osten, nie nach 6 Uhr 
Abends im Westen stehen? Wie ändern sick beide Zeitpunkte 
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mit dem Wachsen oder Abnehmen der Declination der Sonne (also 
während der einzelnen Quartale)? Welches Resultat erhält man, 
wenn die geographische Breite 9 kleiner als die Declination d 
der Sonne ist, welches wenn sie gleich d ist, und wie ist das- 
selbe zu erklären? Welche Resultate erhält man für den Pol? 

11. Auf einer horizontalen Ebene MN sei in einem Punkte 
ein Stab OA unter einem Neigungswinkel AOB gleich der 
Polhöhe g) des Ortes befestigt und Oj? sei in die Richtung nach 
Norden gebracht. Der Schatten des Stabes falle zu einer be- 
stimmten Zeit {h Uhr) in die Richtung OC. Man soll den 
Winkel BOC berechnen. Anwendung zur Construction einer 
horizontalen Sonnenuhr. A «= 1 Uhr= 16®, y = öl® 30'. 

12. Man denke sich in 11. durch eine Vertikal -Ebene 
senkrecht zn OB gelegt und den Stab OA über hinaus ver- 
längert, so dass die Verlängerung ihren Schatten auf die Vertikal- 
Ebene werfe. Man löse die entsprechende Aufgabe für diese. 
(Vertikale Sonnenuhr.) 

13. Ein Schiff segelt von einem HafeU; dessen geographische 
Breite gleich (p ist, in einem grössten Kreise unter dem Azimuth cc 
nach dem Aequator. Man berechne die Lage des Ortes, in welchem 
es diesen trifft^ und die Länge des Weges. 

14. Zwei Orte liegen unter gleicher geographischer Breite 
g)^ und ihre Längendifferenz ist gleich a. Um wieviel ist der 
Bogen des Parallelkreises zwischen beiden Orten grösser als der 
entsprechende Bogen .des grössten Kreises? 97:= 45®, a=90^. 

GeomeSe. ^^* Mittelst eincs Winkelinstrumentes sei die Projection 

eines Winkels auf den Horizont unter der Voraussetzung gemessen^ 
dass die Axe des Fernrohrs genau senkrecht zu seiner horizontal 
liegenden Drehimgsaxe sei; die Schenkel des Winkels haben gegen, 
den Horizont bezüglich die Neigungswinkel h und h^. Man soll 
die Verbesserung bestimmen^ welche an dem gemessenen Winkel 
anzubringen ist, wenn die Axe des Femrohrs von der zur 
Drehungsaxe senkrechten Richtung um den Winkel c abweicht. 
(Fehler der Collimationslinie.) 

Welches Resultat erhält man, wenn c hinreichend klein ist^ 
um statt des Sinus oder der Tangente desselben de4 Bogen setzen 
zu können? Wie gross ergiebt sich dann die berechnete Correction 
für Ä«=Äi? 
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16. Die Horizontalaxe des Fernrohrs eines zum Messen 
horizontaler Winkel dienenden Instruments (eines Theodoliten) sei 
in Folge eines Fehlers der Stützen nicht genau horizontal, das 
Instrument im üebrigen aber fehlerfrei. Es gebe der Winkel i 
den Fehler der Stützen an, und h^ A^ seien die Neigungen der 
Schenkel eines gemessenen Winkels gegen den Horizont; man 
berechne den Fehler in der Messung des betreffenden Horizontal* 
winkeis. 

Welche Formel erhält man, wenn tangf»»! gesetzt werden 
darf, wie gross ergiebt sich dann der Fehler für /^ «s ^j , und wie 
hängt derselbe überhaupt von den Werthen der ^ ab? 



n. Das allgemeine sphärische Dreieck. 

§. 36. Die Fundamentalformeln. 

1. Die Gleichung sin a : sin 2^ : sin c = sin a : sin /3 : sin }/ 
abzuleiten a) durch Zerlegung des schiefwinkeligen sphärischen 
Dreiecks in zwei rechtwinkelige und Anwendung einer für letztere 
geltenden Formel; b) mittelst Construction zweier Neigungswinkel 
in der zum Dreieck gehörigen Ecke. 

2. Auf welche Oleichung wird man durch'die Formel in 1. 
geführt; wenn einer der Winkel gleich 90® ist? 

3. Welche Gleichung für ebene Dreiecke ergiebt sich aus 
der in 1.; wenn man die Centriwinkel der Seiten bis zum Yer- 
schwinden abnehmen lässt? 

4. Die Gleichung cos a «» cos6 . cosr -|- sin^ . sin^ . cosa ab- 
zuleiten a) durch Zerlegung des Dreiecks in zwei rechtwinkelige; 
analog dem bekannten (arithmetischen) Beweise des allgemeinen 
pythag. Lehrsatzes, b) mittelst der Construction zweier Neigungs- 
winkel der zugehörigen Ecke in derselben Figur; o) mittelst des 
Dreiecks; welches die Ebene eines Neigungswinkels durch ihre 
Durchschnittslinien mit den Ebenen der Ecke bildet. 

5. Was wird aus der Gleichung in 4. fttr « = 0, 90® oder 
180®? Welche Formel fOir ebene Dreiecke erhält man aus ihr; 
wenn die Centriwinkel der Seiten bis zum Verschwinden ab- 
nehmen? Hierbei ist zu bemerken, dass in Producten von Co- 
sinus der Seiten vorher jeder Cosinus durch den Sinus der halben 
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Seite auszudrücken^ und dass b'^ c^ als verschwindend klein gegen 
V^ oder c^ wegzulassen ist. 

6. Die Gleichung cos« = — cos/J . cosy 4"^^/^ • süiy • cosä 
abzuleiten a) durch Anwendung der Gleichung in 4. auf das 
Folardreieck, b) durch Zerlegung des Dreiecks in zwei recht- 
winkelige; Anwendung der für rechtwinkelige Dreiecke abgeleiteten 
Formel cos a =» cos a . sin /3 auf die Winkel er, ß^ Entwickelung 
von sin {y — x) und Substitution für cotg x aus der betreffenden 
Formel für rechtwinkelige Dreiecke, c) durch alleinige Bechnung 
aus den Formeln 1. und 4. 

Umformungen für rechtwinkelige sphärische und für ebene 
Dreiecke, ähnlich wie früher. 

7. Die Gleichung cotgft . sine = cos« . cosc + s"^ ^ • ^^^fi» ß 
abzuleiten a) durch Anwendung der Construction zweier Neigungs- 
winkel, b) durch Zerlegung des Dreiecks in zwei rechtwinkelige, 
c) durch Bechnung aus den Formeln in 1. und 4. 

Warum erhält man durch Anwendung dieser Formel auf das 
Polardreieck keinen neuen Satz? 

8. Die Gleichungen; welche die Tangenten der halben 
Winkel durch die Seiten ausdrücken^ werden gewöhnlich aus der 
Gleichung in 4. abgeleitet. Man führe folgende andere Ableitung 
aus: Aehnlich wie in dem entsprechenden Fall bei dem ebenen 
Dreieck beweise man^ dass diejenigen Bögen grösster Kreise^ 
welche die inneren Winkel eines sphärischen Dreiecks, oder 
welche zwei Aussenwinkel desselben und den am dritten Eck- 
punkt liegenden inneren Winkel halbiren, sich in einem einzigen 
Punkte schneiden, dessen (auf Bögen grösster Kreise gemessene) 
Abstände von den Dreiecksseiten (sphärische Badien der Be- 
rührungskreise) einander gleich sind. Man berechne die Abschnitte 
der Seiten ähnlich wie fürs ebene Dreieck, und leite , wenn q 
den sphärischen Badius des einbeschriebenen Ejreises, 2 ^ die Summe 
der Dreiecksseiten bezeichnet; die Gleichungen 

sin (* — a) , sin («— *) . sin (« — ■ c) 



tang qr « 

® ^ sm iß — a) 



«ins ' 



ab, indem man die Formel tangfi( = -^;-^ des rechtwinkeligen 
Dreiecks auf \ß^ 90^ — i^ß und zweimal auf ^a anwendet. 
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9. Wie berechnen sich umgekehrt aus jenen, auf analy- 
tischem Wege abgeleiteten Formeln die genannten sphärischen 
Badien? 

10. Ans den Formeln für die Sinus und die Cosinus der 
halben Winkel leite man Formeln für die Sinus der ganzen 
Winkel her. 

11. Aus den in 10. abgeleiteten Formeln die Gleichung 
sin a : sinb =» sin cc: sin ß zu beweisen. 

12. Verschiedene Ableitungen der Formeln zu geben^ welche 
die Functionen der halben Seiten durch die Winkel aus- 
drücken. 

13. Die gewöhnlich durch alleinige Rechnung aus früheren 
Formeln abgeleiteten vier Neper^schen Analogien sollen mittelst 
einer Figur in ähnlicher Weise gefanden werden, wie in §. 19, 
Aufgabe 17. für die entsprechenden Formeln des ebenen Dreiecks 
gezeigt wurde. Ausserdem ist das Folardreieck anzuwenden*). 

14. Entsprechend zu 13. die Gaussischen Gleichungen ab- 
zuleiten^ unter Anwendung der Neper'schen Analogien für zwei 
derselben. 

15. Die vier Gaussischen Gleichungen lassen sich auf eine 
zurückführen 9 indem man diese auf das „ Aussendreieck " an- 
wendet, welches das gegebene zur Halbkugel ergänzt (die Winkel 
1800 — a, 3600— /5, 180« — y, die Seiten«, 360«— &, c hat) 
und ausserdem das Polardreieck benutzt. Man führe dies aus. 
Begründung der Regel: Mit der Aenderung eines Zeichens müssen 
die Functionen für das andere Alphabet geändert werden. 

16. Begründung der Regel für die Neper^ sehen Analogien: 
,}Werden die Alphabete vertauscht, so ändern sich die Functionen 
eingliedriger Stücke" durch das Polardreieck. 

17. Man untersuche, ob und unter welchen Bedingungen 
die unter der Voraussetzung, dass alle Stücke des sphärischen 
Dreiecks kleiner als 180^ seien, abgeleiteten Formeln auch für 
Dreiecke gelten, welche dieser Bedingung nicht genügen. 



•) Aufg. 13.— 16. nach Ziegler's Trigonometrie. 
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§. 37. Die Fundamentalaufgaben. 

a) Ein sphftrisclies Dreieck aus seinen drei Seiten a, b^ c zu 
berechnen. 

tang9 



a) tang ^ a 
tangp 



dn (* — «)' 

j/ rin (< -> fl) Bin (g ^ 6) ein (# — c) ^^ 



sin« 



^ 1. 



a 
h 
c 



260 13' 12 
37. 14. 9 
58. 31. 51 



// 



25 = 120. 59. 12 



s 
s 



s 
a 
b 



s — c 



60. 29. 36 

35. 16. 24 

23. 15. 27 

1. 57. 45 



log sin {s 
log sin {s 
log sin (s 



c) 



25 c 

9,7615352 
9,5964477 
8,5346020 



7,8925849 

log sin s «= 9,9396682 

log tang p2 = 7,9529167 

log tang Q «« 



120. 59. 12. 

log tang 4* <^ 
log tang i/J 
log tang iy 



9,2149232 
9,3800107 
0,4418564 



. i«- 


9» 18' Ö4",98 


i/J-= 


13. 29. 23,03 


ir- 


70. 7.24,92 



J2. 



9764584 


a= 18. 


37. 


50,0 




/J= 26. 


58. 


46,1 




y = 140. 


14. 


49,8 


a — 1240 12' 31" 








& 3= 54. 18. 16 








c = 97. 12. 25 


- 






25 »» 275. 43. 12 




5 — 137. 51. 36 




s ^ a^ 13. 39. 5 








s^b= 83. 33. 20 








s— c— 40. 39. 11 


- 




■ 


25 -» 275. 43. 12. 
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log sin ($ 
log sin (s 
log sin (s 



-&) = 



9,37293 
9,99725 
9,81390 



log lang ^a 
log tang \ß 
log tang ^y 



0,30677 
9,68145 
9,86480 



log sin s 



9,18408 
9,82669 



log tang Q^ 
log tang Q 



9,35739 
9,67870 



*«■= 


63» 41' 3",8 


i/I- 


26.39. 5,6 


iy- 


36. 13. 20,1 



^3. 

a 
h 
c 



93» 44' 45 
27. 16. 8 
88. 12. 19 



// 



209. 13. 12 



104. 36. 36 
10. 51. 51 
77. 20. 28 
16. 24. 17 

209. 13. 12 



9,27527 
9,98931 
9,45089 

8,71547 
9,98572 

8,72975 
9,36488 



a «= 127. 22. 7 
/J o=. 51. 18. 11 
Y = 72. 26. 40. 

0,08961 
9,37557 
9,91399 

50» 52' 9",6 
13. 21. 26,9 
39. 21. 48,1 

a=101. 44. 19 
ß^ 26.42.54 
y= 87.43.36. 



ß) Soll nur ein Winkel berechnet werden, so bedient man 
sich besser der Formel 

tang 4a = l/^il^H™^£3 . 
^ * r sin « . sin (« — ß) 



4. 



a 
b 
c 



82» 33' 51" log sin (* — b) 
27. 16. 9 log sin (s — c) 
89. 12. 24 



9,9788195 
9,2529286 



s 
s 
s 



2s = 199. 2.24 

s = 99. 31. 12 

-a= 16.57.21 

'b= 72. 15. 3 

- c = 10. 18. 48 



log sin $ 
log sin {s — ä) 



9,2317481 
9,9939773 
9,4648388 



199. 2.24 



« = 



log tang^a^ 
log tang^a 

37» 36' 40",90 
75. 11. 21,8. 



9,4588161 
9,7729320 
9,8864660 
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5. a= 82« 11' 17" log sin (» — ö) = 9,62096 

ft-= 64.19.21 log sin (j — c) = 9,92600 

c— 31.31.30 9,64696 

2s = 178. 2. 8 log dni = 9,99994 

«=. 89. 1. T log sin (s—a)=. 9.07525 

s_fl= 6.49.47 9,07619 

-6= 24.41.43 log taijgia* = 0,47177 

-c^ 67.29.34 logtangi« =0,23689 



178. 2. 8 




i« = 


69» 60' 49",7 




119. 41. 39. 


a— 20' 19' 18" 


9,19973 30« 30' 26" 


S— 21. 17.51 


9,28863 R ^ 61. 0. 50 


c = 19. 12. 11 


8,48836 


60. 49. 20 


9,70432 


30. 21. 40 


9,24360 


10. 5. 22 


8,94782 


9. 6. 49 


9,54064 


11. 12. 29 


9,77027 



60. 49. 
y) Für analytische Eatwiokelungen bedient man sich hSnfig 

beBser der urBprünffUchen Formel cos « = ■■ — r- ■ ■ 

Zur Vergleichung fUr nomerische Rechnungen sind im Folgenden 
die Beispiele 1. and 2. nach dieser Formel wiederholt. 



f. a = 25" 13' 12"; * = 37" 14' 9" 
log cos fl = 9,9564942 
log eoa b = 9,9009958; log si 

log coB c = 9,7177035 



= 58" 31' 51". 
= 9,6295065 
in * => 9,7818251 
c = 9 



9,7127340 

9,6741977 9,6604154 

9,8574900 9,4113316 

cos a = 0,9046784; cos b = 0,7961516 

coB ft ■ coH c = 0,4156228; cos g . cos c = 0,4722780 

0,4890556 0,3S 



9,5103764 

9,7127340 9,5604154 

log ooB HC = 9,9766242 log cos /) = 9,9499600 

a = 18" 37' 5tf',0 ß =- 26" 68' 46",20 
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cos c = 


= 0,6220396 


cos a . cosb = 


= 0,7202612 


^ 


- 0,1982216 




9,2971610n 




9,4113316 


log cos y = 


= 9,8868194n 


y«= 


= 140<> 14' 49",96. 


8. 

a— 1240 12' 31"; 6 


— 64» 18' 16"; c «== 97« 12' 25". 


log cos a = 9,74990n; 


log sin a — 9,91750 


log cos b — 9,76603 ; 


log sin b — 9,90962 


log cos c — 9,09849 w; 


log sin c — 9,99656 


8,86452 n 


9,90618 


8,84839 


9,91406 


9,51593n 


9,82712 


cos a« — 0,662213 cos & = 


0,583486 cos ^ — — 0,125466 


~ 0,073202 


0,070533 0,328043 


—0,489011 


0,512953 + 0,202587 


9,68932 n 


9,71008 9,30661 


9,90618 


9,91406 . 9,82712 


logcosa=9,78314n; logco8j3= 


=9,79602; log cos y=9,4 7949 



a = 1270 22'3",7; /S=5m8'ir,l; y = 72^26' 37",6. 



ä) Setzt man in der Formel y) cos a = n , sixib . cos g), 

cos c 

7 



, , cos e . sin fr 
cos € = n . sm (p, also tang (p = , 



cos a 



n = 



cos cc 



cotg c . sin {b — q>) 
sin 6 . sin 9 



smtp 



SO ist 



9. 



log cos a = 
log sin b = 
log cos c = 



= 55« 36' 19"; b 
9,7519647 
9,9890792 
9,6546375 



log tg 9 = 



9,6437167 
9,8917520 
370 55' 56",34 
39. 16. 20,66 



= 770 12' 17"; c = 63« 9' 41" 
log cotg c == 9,7041355 

9,9890792 

9,7150663 

log sin (f =» 9,7886846 

9,9263718 

log sin (ft — 9) = 9,8014093 

log cos a = 9,7277811 

a = 57H2' 13",99. 
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10. = 42» 19' 44"; ft = 83» 44' 19"; c 



log cos a 
log sin h 
log cos c 



9,86882 
9,99740 
9,62263 



log tang 9 



9,62003 
9,75121 
29« 26' 8",3 
64. 19. 10,7 



'• 660 12' 10" 
log cotg c = 9,66464 

9,99740 

9,66724 

log sin 9 = 9,69126 

9,97699 
= 9,90971 
= 9,88670 
= 39^6' 18". 



log sin {b — 9?) 
log cos a 



a 





a 


b 


c 


a 


» 


y 


11. 


890 59' 69" 


88058' 58" 


87« 57' 57" 


900 2' 9",1 


88« 58' 55",8 


87« 57' 56",8 


i 12. 


120. 55. 35 


59. 4.25 


106. 10. 22 


116. 44. 48 


63. 15. 12 


91. 7. 18 


Jl3. 


50.12. 4 


116. 44. 48 


129. 11. 42 


59. 4.25 


94. 23. 10 


120. 4.50 


14. 


131.36. 4 


108. 30. 14 


84. 46. 34 


132. 14. 20 


110. 10. 40 


99. 42. 24 


16. 


20. 16. 38 


56. 19. 40 


66. 20.44,1 


20. 9.54,6 


55. 52. 30,2 


114. 20. 16 



V) Ein sphärisches Dreieck aus seinen drei Winkeln a, /3, y 
zu berechnen. 

a) cotg r = 7/ 008 (^ - «) - cos (<y — "p) . cos (<f - y) . 

Y COSflT ' 



cotg 4^« 



1. 



cotgr 

~ CO» (tf - «) ' ^- ®' '^• 

a =» 102» 14' 12 
/3»=: 64.32.24 
y= 89. 6.46 



tr 



2 tf = 245. 62. 22 

(y= 122.66. 11 

tf — a = 20. 41. 59 

ö — ß= 68.23.47 

tf — y «= 33. 60. 25 

2 <J = 245. 52. 22 

log cos (tf — a) = 9.9710186 log cotg ^ a = 9,8896342 

log cos (0 — ß) = 9,6660639 

log cos (0 — y) = 9,9193884 

9,4664709 
log cos = 9,7353653 n 



log {coigrf = 9,7211056 
log cotg r = 9,8606628 



log cotg ^b = 0,2944889 
log cotg|c = 9,9411644 

^a= 52öl2'34",06 
^^= 26.54.42,44 

jc^ 48.52. 9,22 

a = 104. 26. 8,12 
b= 63.49.24,88 
c = 97. 44. 18,44 
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2. a = 20® 9' 56" 

/J= 56.52.32 

y = 114. 20. 14 

20 => 190. 22. 42 



tf = 95.11. 21 

<y — « = 75. 1. 25 

ö — ß= 39. 18. 49 

<j_y = — 19. 8.53 

log cos {6 — a) = 9,41232 log cotg ^ a = 0,74758 
log cos (<y — /S) = 9,88857 log cotg ^b — 0,27133 
log cos (0 — y) «= 9,97528 log cotg \c = 0,18462 

9,27617 la:^ 10® 8' 18",9 

log cos «= 8,95638n ^ * = 28. 9. 50,4 

log (cotgr)2 = 0,31979 ^^ g = 33. 10. 21,3 

log cotgr = 0,15990 a = 20. 16. 38 

b = 56. 19. 41 
c = 66. 20. 43. 

ß) cotg4g==l/-^^"^^""P^'?"^^^ fttr einen Winkel. 
^^ ° -* r cos tf . cos (<F — a) 

3. « = 220® 9,69897 n 4^«= 61® 34' 6" 

ß = 130® 9,23967 n a = 123. 8. 12 

y = 150® 8,93864 

500 9,53405 n 

250 9,93753 



30 9,47158 w 



120 9,46706 

100 9,73353 

"öÖÖT 

V cos « + cos ß . cos y . _ cos y . sin ß , 

Bin p . sm q) 

4. « «= 32® 54' 28"; ß «= 146® 58' 9"; y = 24® 54' 47". 
log cos y = 9,95758 log cotg y = 0,33305 

log sin ß = 9,73647 9,73647 

9,69405 0,59658 

log cos a = 9,92404 log sin 9 = 9,70536 

logtang9= 9,77001 0,89122 
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9 = 30® 29' 30",8 
ß + q> = 177. 27. 39,8 



log sin {ß + g>) 

log cos a 

a 



8,64639 
9,63761 
69«49'42",5. 





a 


9 


y 


a 


h 


c 


5. 


130» 


HO« 


80« 


1390 21' 22" 


126067' 62" 


66051' 49" 


6. 


690 66' 10" 


86036' 60" 


69*66' 10" 


129.11.40 


63. 16. 12 


129.11.40 


7. 


66.42. 7,6 


46.44. 6,9 


136. 16. 66,6 


82.17. 4 


69. 12. 16 


122.24. 31,3 


8. 


4. 23. 36,1 


8. 28. 20,2 


172. 17. 66,1 


31. 9.13 


84. 18. 28 


115. lO. 4 


9. 


110.49.32,3 


109. 16. 62,4 


87. 36. 26,6 


113. 4. 9 


111.42. 


79. 34. 43 



c) Ein sphärisches Dreieck ans zwei Seiten h^ c und dem 
eingeschlossenen Winkel a zu berechnen. 
a) mittelst der Gaussischen Formeln. 
1. b= 66<>19'40" 

c = 20. 16. 38 
u = 114. 20. 16 



\{h-c) = 
\{b'+c) = 

log sin ^(p — c) = 9,4905716 
log cos i« =9,7341311 

log cos l{h — c) = 9,9781441 

9,2247027 

9,7166810 

logtang^(/? — y)= 9,5080217 

log cos \(ß — y)= 9,9785620 

log sin^ 0=9,7381190 



18. 1. 31 
38. 18. 9 
57. 10. 8 

log sin i («> + c) = 9,7922609 
log sin I a = 9,9244201 

log cos ^ (» + c) = 9,8947309 

9,7122752 
9,8191510 
logtaag^(/8+y) = 9,8931242 
log cos \ (ß+r) = 9,8964129 
log cos It ö = 9,9227381 
log tang i a = 9,8153809 
^ (jS — y) = 17» 51' 17",80 ß = 55» 52' 30",25 

^ (j8 -f. y) = 38. 1. 12,45 y = 20. 9. 54,65 

^ a c= 33. 10. 22,06 a = 66. 20. 44,12. 

Probe durch AulBchlagen von logcosj^a oder log sin |a and Ver- 
gleichung. 

2. & = 70^20' 60" 

c = 38. 28. 

<g=52. 30. 

}^{p — c) = 15. 56. 25 

l{h-\^c) = 54. 24. 25 

Ji^a = 26. 15. 
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[b — c) = 9,43870 
-cos ia = 9,90273 
(b — c) =^,98297 
9,39148 
9,56589 
(/}— y)= 9,83559 



log Bin i{b-\-c) = 9,91018 

log sin 1 a = 9,64571 

lo g eoa ^(b + c) = 9 ,76494 

9,93570 

9,41065 

log tapg i {ß+ y) = ,52505 

log cos i (ß +"y) = 9^45642 

log eoa 4 ff = 9,95423 

9,68516 

ß = 107« 47' 3",5 
y = 38. 58. 27,9 
a= 51.41.11,0 



(^_y) = 9,91650 
iainia = 9,63939 

log lang 4 a = 9 
(/J — j-) = 34'>24'17",8 
iß + r) = 73- 22. 45,7 
ia = 2S,. 50. 35,5 
lerechnniig der fehlendes Winkel mittelst der Neper'scheu 



ootg \ a 



ft=«73»58' 54" 

c = 38. 45. 

a -= 46. 33. 41 

4(A — c)= 17.36.57 

^((.+c)= 56. 21.57 

4« = 23. 16.50.5 



= 9,97914 
■=■ 0,36626 



i^ + c)' 



0,34540 
= 9,74342 



log sin iiP ~c) '= 9,48092 
0,3( 



logBini(6+c)^ 



9,84718 
9,92044 



\{ß+y)' 
Hß+r) = 
Hß-y)- 


= 0,60198 

= 75»57'40",7 

= 40. 11. 25,6 


log t.ngl(J-rt- 9,92674 
/S — 116« 9'6",S 
f— 35.16.16,1 


COS d = c 


OB ft . COS C + : 


sin 6 . sin c 


. cos «; 


tangv^ 


S^= «»"■■ 


= ^>' 


[c+9)- 


cotg/J = 
cotg^ = 


(eo%».™c- 
- »-*! 00. (< 


' + ?)■ 


,8 c) . sin «; 


b = iCfi 20' 10"; c = 3O0 41' 18"; 
log Cotg& = 0,07102 
log cos a = 9,74740 
log fang 9>= 0,32362 

9) = 64" 36' 30' 
c +9) «95. 17.48 


« — 56" 0' 60". 
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log cos b = 9,88210 
log sin g) = 9,95588 

9,92622 

logsm(c+g)) = 9,99814 

log cos a = 9,92436 

a = 32» 50' 36",9 



log cotg a «= 9,82876 
log cos q) — 9,63226 

0,19650 
logco8(c+9)) = 8,96526 n 
log cotg ß = 9,16176 

/5 = 81H4'32",3. 



5. Der Hilfswinkel 9 in ^^ wird entbehrlich durch Zerlegpon^ 
des zu berechnenden Dreiecks in zwei rechtwinkelige und Be> 
rechnung der letzteren. Welches ist hiernach die geometrisclie 
Bedeutung jenes Hilfswinkels? 





6 


c 


a 


a 


ß 


y 


6. 


69° 12' 16" 


3Ö037'17",7 


124017' 62",5 


82« 17' 4" 


45044' 6",9 


290 2'ö5",0 


7. 


88.12.20 


124. 7. 17 


50. 2. 1 


59. 4.26 


63. 15. 12 


132. 17. 59 


8. 


120. 66. 36 


88. 12. 20 


47.42. 1 


55. 62. 43 


129. 67. 59 


63. 15. 12 


9. 


63. 16. 12 


47.42. 1 


69. 4.26 


60. 2. 1 


88. 12. 20 


55. 52. 43 


10. 


69.26.11 


109. 46. 19 


64. 64. 42 


67. 12. 


66. 11. 56 


123.21.13 



d) Ein sphärisches Dreieck aus einer Seite a und den beiden 
anliegenden Winkeln ß, y zu berechnen. 
a) Durch die Oaussischen Formeln. 
1. a = 66» 0' 15" 

ß = 59. 17. 13 

y ^ 20. 41. 27 

|(/J-y) = 19. 17. 53 



log sin i(ß-^y) = 9,5191483 
log sin ^a =9,7361331 

log cos l{ß — y) = 9,9748856 

9,2552814 

9,7315482 

log tang i(b — c) = 9,5237332 

log cos i(b — c)-== 9,9770356 

log cos i« =9,7545126 

log tang ia = 0,1608240 
i(b—c) = 180 28' 7",67 b = 57« 7' 48",28 
l {b + c) = 38. 39. 40,61 c= 20. 11. 32,94 

i a = 55. 22. 26,98 a = 110. 44. 53,96. 

Probe: Zu logtang^of schlage log sin 4^ a auf und vergleiche 
mit dem obenstehenden Vverth. 



39. 59. 20 
33. 0. 7,5 

log sin i (/3 -f y) = 9,8079671 
log cos i flf = 9,92358 1 1 

log cos I (/? -f y) = 9,8843246 

9,7110187 

9,8079057 

log tang ^{b + c)^ 9,9031130 

log cos ^ (b4'C) = 9,8925691 

log sin ^ a = 9,9153366 



Allg. Bphär, Dreieck. Fundamen tat aufgaben. 



a ' 

ß' 

V 

Hr-n 

!()■ + « 

i' 

Ky_^.)_ 9,53405 
ygmia — 9,88425 
i (y _ (J) = 9.97299 


- 100» 

- 80" 
-120" 

- 20» 

- lOO» 

- 50« 

log «in Hy + f) — 9,99335 
log CO! } o — 9,80807 
log cos i (). + /!) — 9,23967» 


9,41830 

9,80142 

^(c— *)=, 9,61688 

K« _ i) _ 9,96567 


9,86724 
9,04774» 
log tang 4 (c+S) — 0,80960)1 
log CO» {(« + »)- 9.1*534» 


g cos i « — 9,83576 

log lang ^ a 

, (c — J) = 22» 29' 1",7 
. (c + *) = 98. 48. 50,7 


log .in i e - 9,86240 
= 0,02665 

c = 121» 17' 52" ,4 
b = 76. 19. 49,0 



Berechnung der fehlenden Seiten mittelst der Neper'schen 



a = 51» 41' 14" 

/3 = 107. 47. 7 

_ y ^ ^^- 58.27 

k{P—y)= 34.24.20 

\{ß + Y)^ 73.22.47 

i ö = 25. 50. 37 

t (^ — y) = 9,9 1 C48 log ain \{ß — y) = 9,75208 

^ (;) + y) =■ 9,456 41 log sin \ {ß + y) = 9^8146 

0,46007 9,77062 

■ ^g =9 ,68517 9, 68517 



J(Ä-(-c) = 0,14524 



log tang J (Ä— c) = 9,45679 



^ (6 + c) = 54" 24' 24",4 

| (ft_g)=,15.5 6. 25,6 

b = 70. 20. 50,0 

c =- 38. 27. 58,8. 
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y) Berechnung eines Stückes durch eine Fundamentalformel, 
bezw. Hilfs Winkel, oder Zerlegung .des Dreiecks in rechtwinkelige : 

cos a = — cos /J . cos y + sin /3 . sin 7/ . cos a; 



tang 9 = 5?*?-?: ; cos « = ""^^ "'^ ^^'-^^ 



cotg C 



cos a 
C08 ß . cos g + B^Q P ' <^0^g y . 



sm a 



cotg c 



cotg fl.cos(P — y) ^ 
cos ip ' 



CO 



, . cotg ß , , cotg a . sin (-ü» + y) 



COS a 



Geometrische Bedeutung der Hilfswinkel! 

4. ö= 510 2' 0" 

ß = 116. 9. 7 
y == 35. 46. 15 
log cotg y = 0,14241 
log cos a = 9,79856 
log tang9> = 0,34385 

(p = 650 37' 37" 2 

|3 — g) = 49. 31. 29,8 



log cos y = 9,90922 
log sin (/? -^ y) «= 9,88120 

9,79042 
log sin y = 9,95846 
log cos a = 9,83096 

a = 47020'42",6 



log cotg a = 9,90785 
logcos(/? — y) = 9,81233 

9,72018 

log cos y= 9,61561 

log cotg c = 0,10457 

c = 380 10' 4",7. 





a 


P 


y 


h 


c 


et 


^6. 


124n7'62",5 


120047' 44" 


570 36' 28", 7 


134^5' 64",i 


44044' 3",4 


97« 42' 56" 


^6. 


154.46.48 


26.68.46 


39. 46. 10 


37.14. 9 


121.28. 9 


161.22.10 


"J. 


124.12.31 


128.41.49 


107. 33. 20 


126.41.44 


82.47.36 


127.22. 7 


'8. 


86.16.16 


153.17. 6 


87.43.36 


162.43.62 


88.12.19 


78. 16.41 


^9. 


62.37.67 


126.41.44 


82.47.36 


128.41.47 


107.33.20 


65.47.29 



e) Ein sphärisches Dreieck aus zwei Seiten h^ c und einem 
gegenüberliegenden Winkel y zu berechnen. 

a) Berechnung des anderen gegenüberliegenden Winkels durch 

den Sinussatz und Benutzung desselben zur Berechnung der übrigen 

Stücke mittelst der Gaussischen Formeln. 

Weniger gut ist die Anwendung Neper'scher Analogien zu gleichem 
Zweck. 
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^ 1. 



b = 70« 20' 50 
c = 51. 41. 14 
y = 52. 30. 



^{h + c) = ^l. 1. 2 
^ («> ~ c) = 9. 19. 48 

log sin h = 9,9739347 
log sin c = 9,8946694 
0,0792653 
log sin Y = 9,8994667 \ {ß^ - 

log sin ß = 9,9787320 

/Jj = 72« 12' 53",34 

/Sj = 107. 47. 6,66*) 



72» 12' 53",34 
52. 30. 



19. 42. 53,34 
Y) = 9. 51. 26,67 
107. 47. 6,66 
52. 30. 



log cos i {ß^ — y) = 9,9935406 
log sin i (ßi - y) = 9,2334954 

0,7600452 
log tang i «1 = 0,0279915 

|ftt =46<^50'42",58 
9,8049215 
9,9935406 



55.*17. 6,66 
i {ß2 — y) = 27. 38. 33,33 
log sin ^ (& + c) = 9,9418915 
log sin \ {b — c) == 9,2098378 

0,7320537 
log sin i a, = 9,8630300 
log cos -^ «j == 9,8350385 
log sin i «2 = 9,6232167 
log cos l «2= 9>9743815 



logsin^öfi =9,8113809 

9,0448763 
9,2334954 



Probe: 9,8113809 
^ aj = 400 22' 9",13 

log cos i (/Jj — y) = 9,9473646 
log sin l lß2 — y) = 9,6664756 



0,2808890 
log tang ^ «2 = 9,5488353 

la2 = 19^^29' 13", 18 
9,4651082 
9,9473646 



log sin i «2 = 9,6177436 

9,1842193 
9,6664756 



Probe: 9,5177437 
^«2 = 19öl3'59",83 



*) Da * + c < 1800, y < 90«, c<b, sind beide Winkel möglich. 
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«j = 930 41' 25",2 ; a^ = 80« 44' 18",3; 
«2 = 38. 58. 26,4; «2 = 38. 27. 59,7. 
J 2. & = 46«42' 0" 

c = 69. 50. 

y = 32. 54. 28 

^ (c + &) = 58. 16. 

\lc — b)= 11. 34. 

log sin ft == 9,86200 24® 54' 42",2 

log sin c = 9,97252 32. 54. 28 



9,88948 57. 49. 10,2 

log sin y = 9,73503 ^ (/? + y) = 28. 54. 35,1 

log sin /J = 9,62451 

/3 = 240 54'42",2*) 

log cos i (/5 + y) = 9,94220 
log sin H/J + y ) = 9,68434 

0,25786 
log tang|a = 0,52799 

i a = 73» 29' 7",7 
log cos ^ (c + &) = 9,72096 
log cos \{c — b) = 9,99109 

9,72987 
log sin 4^ a = 9,98171 
log cos ^ a = 9,45371 



9,70267; 9,44480 
9,94220; 9,68434 



log cos I a = 9,76047; 9,76046 
^ ö = 64» 49' 35" 
a = 146» 58' 15"; a = 109» 39' 10". 

ß) Berechnung von /3, wie vorher. Man setze a + a = 45, 
«— a = 4rf, j3 + ^> = 4/, /3 — ^^ = 4rf', y + c = 45"^ 
y — c = 4rf", so ist: 

tang (45» — sY == cotg {s — /') . tang {d' — <?") x 

* tang (s + 5") . tang {d' + <?"), 
tang (45» ~ df = tang {s — s") . cotg {d' - rf") x 
tang {s + 5") . tang {d' + <?") 
für ß < 90», und für das andere Dreieck 

*) Da 6 + c < 180% y < 90«, aber c > Ä, so ist nur ein Dreieck 
möglich, und wegen P + y < 180° ist ß spitz. 



\ 
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=tang(/ — s").tang(rf' — d") . cotg(/+0 • ^^^i^gC^'+O» 
■t»iigls'-s')Mng{d'-d'') . tang(5'+0 . cotg(rf'+d"). 

b = 70« 40' log sin b = 9,97479 /8, = 69» 34' 30" 
c = 40. 20 log sin c = 9,81106 ' ß^ = HO. 25. 30 
y = 40. 0,16373 Vergl. e. 4. 

log sin y = 9,80807 
log sin ß = 9,97180 



4s' = 


140« 14' 30" 


Ad' — 


— 1. ö. 30 


4s" = 


80. 20. 


4<f"= 


— 0. 20, 


s' — 


35. 3.37,5 


d' = 


— 0. 16. 22,5 


$" — 


20. 5. 


d"— 


— 0. 5. 



s — s" = 14. 68. 37,5 

d'-'d" = — 0.11.22,5 

5' + /' == 55. 8. 37,5 

rf' + tf"= — 0. 21.22,5 



log tang {s — 5") = 9,42736 
log tang (rf'—- ^") = 7,51968 n 
log tang {s + s') = 0,15710 
log tang \d'+d") = 7,79364 n 
log tang (45»— sf = 6,04306 
log tang (45» — df = 9,85842 
log tang <f2 = 4,58358 

log tang s'^ = 9,31050 

8,02153 
9,92921 
7,29179 
9,65525 



45» — 5 = 
45» — <f = 

90»— 25: 

90» — 2 rf« 

2s: 

2d- 



0»36' 7",4 
40. 21. 2,4 

1. 12. 14,8 
80.42. 4,8 
88. 47. 45,2 

9. 17. 55,2 



a 



1 



a 



i 



98. 5. 40 
79. 29. 50 



oder d 
s 
2d 
2s 



0. 6. 43,8 
24. 19. 42,5 

0. 13. 27,6 
48. 39. 25,0 



«2 = 



48. 52. 53 
48. 25. 57. 



y) Wird ß durch seinen Sinus nicht genau bestimmt, so 
kann man sich der folgenden Gleichung bedienen: 

sin c . sin (45» — ^ j8)2 = cos ^ (c + b) . sm^ (c — b) 

+ sin ^ . sin (45» — ^ y)^. 
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c = 



70« 40' 
40. 20 
40. 



^ic + h) 

45® — i y 

log sin (45® — ^ y) 



55« 30' 
- 15. 10 
25. 
9,62595 



log coB \{c-{-h) = 9,75313 
log sin i (c — V) = 9,41768 n 

9,17081 n 
— 0,148186 
+ 0,168535 



log sin ^ = 9,97479 
9,25190 



+ 0,020349 
8,30854 
9,81106 
8,49748 



logsin(45«— i/8) 

450 — i /S 

90<> — /S 



9,22669 
9,24874 
10« 12' 48" 
20. 25. 36 
69. 34. 24 



S) Berechnung einzelner Stücke: 



tang 9 
tang ^ 

5. 



sin /J = sin ft . sin y : sin c ; 
cos b : cotg y; 
cotg b : cos y\ 



sin (a -j- g)) = tang h . cotg c . sin <p ; 
sin (a + ^) == sin ^ . cos c : cos b. 



b = 
c = 

y = 



40« log sin b 

50« cp. log sin c •• 
80« log sin y 

log sin /3 

ß 



9,80807 
0,11575 
9,99335 
9,91717 
55« 43' 36",9 



log cos b 
log cotg y 
log tang 9 

log tang b 

log cotg c 

log sin (p 

log sin (a+9) 



9,88425 
9,24632 
0,63793 
77« 2' 14",4 
9,92381 
9,92381 
9,98879 
9,83641 
136«40'30",4 
59. 38. 16,0 



log cotg b 
log cos y 
log tang ^ 

log sin ^ 

log cos c 

cp. log cos ^ 

log sin (a+V') 

fl + ^ 

a 



0,07619 
9,23967 
0,83652 
81« 42' 35",7 
9,99544 
9,80807 
0,11575 
9,91926 
123«51'53",3 
42. 9.17,6. 
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2. 



ß — 360 46' 15" 




y = 46. 33. 41 




c = 51. 2. 




log sin c — 9,89071 




cp. log sin y = 0,13900 




log sin /J = 9,76682 




log sin h = 9,79653 




b — 38« 45' 3",7 




log cos \{c — b) — 9,99750 log sin ^(y + ß)- 


= 9,81839 


log sin \{c ft) = 9,02929 log sin \ (y ß) = 


= 8,97325 


0,96821 — 


0,84514 


log cotg \a = 0,12307 




i a = 36« 59' 18",6 log cos ^ ö = 


: 9,90241 


log cos i a — 9,72330 log sin ^ ä — 


9,77935 


Probe: 9,72331 


9,72080 


ia= 58« 4' 30" 


8,75260 


a = 73. 58. 37,2 




a= 116. 9. 





Andere Methode der Rechnung, reciprok zu e^ ß. Wird b durch 
den Sinus nicht genau bestimmt, so kanu man sich der zu e) y, polaren 
Gleichung bedienen. 

ß) Berechnung einzelner Stücke; b wie vorher. 

tang 9 = cos /S : cotg c ; sin {a — 9;) «s tang ß . cotg y . sin q>\ 
tang i> = cotg /3 : cos c ; sin (a — ^) == cos y . sin ^ : cos ß. 



3. 



ß = 240 54' 47" 
y = 32. 54. 28 
c = 69. 50. 



log sin c 

cp. log sin y 

log sin ß 

log sin b 

b 



9,97252 
0,26497 
9,62453 
9,86202 
46» 42' 11",1 
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log cos ß ' 

log cotg c • 

log tang 9 • 

(p 

log tang ß ' 

log cotg y- 

log sin <p ' 

log sin (ö — (p) •• 

a — 9 = 

a ■- 



9,95768 

9,56498 

0,39260 

67» 57' 16",7 

9,66695 

0,18901 

9,96702 

9,82298 
410 42' 4"^4 

109. 39. 21,1 



log cotg ß 

log cos c 

log tang ^ 

log cos y 

log sin ^ 

cp. log cos ß 

log sin {a — ^) 

a — V' 

a 



■' 0,33305 
- 9,53751 
: 0,79554 
: 80» 54' 9",6 
= 9,92404 
: 9,99450 
'■ 0,04242 
: 9,96096 

66« 4' 10" 
146.58.19,6. 





ß 


y 


c 


b 


a 


a 


^ 4. 


123040' 20",0 


169H3'22",0 


159050' 5",3 


1240 7'29",7 
55.52.30,3 


1370 4'25",2 
113.39.16,5 


137«21'19",2 
65.39.44,1 


5. 


133.18. 


110.10. 


147. 5.32 


165. 5.17,8 


33. 1.45 


70.20.50 


6. 


123. 40. 18 


113.39.21 


66. 39. 46 


124. 7.28 


159.50. 4 


159.43.20 


7. 


98.30.28 


100. 2.11,3 


95.20.38,7 


90. 0. 


147.41.43 


148. 5,35 


8. 


38. 0.12 


24.33. 9 


65.20.13 


unmöglich. 


— 


— 



§. 38. Berechnung des Flächeninhalts. 
ä) Gegeben: die drei Winkel. 



1. 



2. 



a = 1020 14' 12' 
ß = 54. 32. 24 
y= 89. 5.46 
245. 52. 22 
e = 65. 52. 22 
= 237142" 
log ^ = 5,3750121 
log Q = 5,3144251 
0,0605870 

a= 20» 9' 56" 
ß = 55. 52. 32 
y = 114. 20. 14 
190. 22. 42 
e c= 10. 22. 42 
== 37362" 
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log e = 4,67243 
log p »r 5,31443 
9,25800 
/*« 0,181133 r2. 





a 


P 


y 


t 


F 


8. 
4. 
5. 


72« 19' 13" 
84. 20. 19 
31. 4. 10 


95« 44' 38" 
27. 22. 40 
102. 14. 33 


15« 9' 12" 
76. 33. 
84. 9. 17 


11683" 
26169 
134880 


0,056165 r« 
0,126821 r< 
0,653914 r« 



V) Gegeben: die drei Seiten. 

Man berechnet die Winkel nach §. 37 a, oder, wenn diese 
selbst nicht verlangt werden, den sphärischen Excess unmittelbar 
mittelst der Gleichung von THuilier: 

tang \ «^= tang \ s . tang i{s — a). tang ^ (s — b) . tang ^ (« — c). 



1. 



a = 133» 26' 19 
ft= 64.50.53 
c =» 144. 13. 45 



t9 





2« = 


342. 


30. 


57 




s = 


171. 


15. 


28,5 


s 


— a — 


37. 


49. 


9,5 


s 


— h — 


106. 


24. 


35,5 


s 


— C-« 


27. 


1. 


43,5 






342. 


30. 


57,0 






■c) 



log tang ^ s 
log tang H^ — «) 
log tang i(s — b) 
log tang i{s — c) 

log tang ^ e 



85. 37. 44,25 
18. 54. 34,75 
53. 12. 17,75 
13. 30. 51,75 

= 1,1166940 
= 9,5347427 
= 0,1261208 
» 9,3808335 
0,1583910 
= 0,0791965 
= 50» 11' 43",28 
200. 46. 53,1. 
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2. a= 69<>2ö'ir 




b = 94. 23. 10 




c = 69. 59. 8 




25 = 233.47. 29 




5 = 116. 63. 44,5 




s — a— 47. 28. 33,5 




s --b— 22. 30. 34,5 




s~c— 46. 54. 36,5 




233. 47. 29,0 




^ 5 = 58» 26' 62",25 log tang i$ = 0,21179 


iis 


— ö) = 23. 44. 16,75 log tang ^ {s ~ a) — 9,64322 


i(s 


b) = 11. 15. 17,25 log tang i (s b) ^ 9,29885 


i(^ 


— c) — 23. 27. 18,25 log tang ^ (s — c) — 9,63737 




8,79123 




log tang \e — 9,39562 




1^—130 57' 51", 7 




e — 55. 51. 27. 





a 


b 


c 


e 


3. 
4. 
5. 


65° 39' 44",0 
127.30. 0,0 
69. 16. 6,0 


124« 7'29",8 

72. 12. 66,5 

120. 42. 47,0 


159040' 5",4 
141. 1.32,1 
159. 18. 33,0 


2160 18' 4" 
199.30. 6 
216. 40. 23 



0) Gegeben: Zwei Seiten und der eingeschlossene Winkel. 

. . tang 4a. Bin 16. sin y , , . 

tang|g= ^^ .." _. ^. .. ^^^ : tang 9) = tang | a . cos y, 



C08^64~tang4a . sin^ö.cosy' 

. - tang ^ a . sin 4 6 • sin y . cos qp 

^ i ^ cos (gj — -i 6) 

1. a= 93<>41'25",5 

^> = 72. 12. 53,0 
y = 128. 18. 46,0 
^a= 46. 50. 42,75 
Ib^ 36. 6.26,5 
log tang i ö = 0,02800 
log cosy = 9,79236 w 
log tang (p = 9,82036 n 

tp = 146« 31' 32",3 
9 _ ^ & = 110. 25. 5,8 
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log lang ^ a 

log sin ^ h 

log sin y 

log cos tp 

cp. log cos {(p — ^h) 



0,02800 
9,77033 
9,89467 
9,92123n 
0,45734 n 



log tang \ e 
e 



0,07157 
490 42' 
990 24'. 





a 


b 


y 


e 


2. 


86'>29' 12",4 


100« 0' 0",0 


580 42' 7" ,6 


620 22' 17" 


3. 


86. 18. 34,8 


107. 47. 6,7 


128. 18. 46,0 


167. 13. 31 


4. 


33. 1. 46,0 


155. 5. 17,8 


110. 10. 0,0 


133. 48. 55 



Anmerkung. Kürzer als durch dieses Verfahren berechnet man 
e, indem man zunächst^ (<<+^) durch eine der Neper'schen Analogien 
bestimmt. 

d) Sonstige Fälle. Vermischte Aufgaben über den Flächen- 
inhalt. 

1. 'Sind a^ h die Katheten eines rechtwinkeligen sphärischen 
Dreiecks , so ist tang ^ e = tang ^ a . tang ^ b. 

2. Sind a, b die gleichen Seiten eines gleichschenkeligen 
sphärischen Dreiecks, so ist 

tang ^ ^ = tang ^ (s — ^) > V tang ^ s . tang ^ {s — c) 
== tang ic .]/ tang ^{a-j-^c) . tang i (a — i c) , 

3. Im gleichseitigen sphärischen Dreieck ist 

tang \ e = tang \ a]/ tang \ a . tang \ a . 

4. Ist der sphärische Excess e (z. B. durch die Gleichung 
b dieses §.) bekannt, so kann man die Winkel des Dreiecks aus 
den Seiten desselben mittelst der folgenden Formel berechnen: 

tang ^ (a — ^e^ = cotg ^ s . cotg ^ (5 — 0) X 
tang i {s - b) . tang i {s — c). 

Diese Methode liefert zugleich eine Probe durch die Summe der 
vier Stücke i ^, ^ (« — i ^), 1 (/3 — i ^) , i (y — 1 ^), welche 
gleich 90® sein muss. 

5. Man berechne den sphärischen Excess eines Dreiecks 
auf der Oberfläche der als Kugel gedachten Erde, wenn jede Seite 
desselben a) 1, b) 5, c) 15 Meilen lang ist. Erdumfang 5400 Meilen. 
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6. Das Festland von Asien kann nahezu als ein gleich- 
seitiges Dreieck angesehen werden, indem die Vorgebirge Baba, 
Ostcap und Cap Büro je circa 1200 geographische Meilen von 
einander entfernt sind. Wieviel Qnadratmeilen würde dieses 
Dreieck haben, wenn man dasselbe als ebenes berechnen dürfte, 
und wieviel, wenn man es als Dreieck auf der Erdkugel berechnet^ 
deren Badius gleich 860 Meilen angenommen ist? 

7. Nach einem Satze von Legendre kann man ein 
(kleineres) geodätisches Dreieck als ein ebenes berechnen, wenn 
man jeden Winkel des ersteren um den dritten Theil des sphärischen 
Excesses vermindert und die Differenzen als die Winkel des ebenen 
Dreiecks annimmt. Man vergleiche die Winkel, welche man nach 
dieser Begel aus einem sphärischen Dreieck erhält^ dessen Seiten 
bezüglich 25, 35 und 45 Meilen betragen, mit denjenigen, welche 
man aus diesen Seiten erhält, wenn das Dreieck von vorne herein 
als ein ebenes berechnet wird. 



§. 39. Formeln und Lehrsätze. 

1. sin a' = - — rr — : — r siu s . sin (s — ö) . sin (5 — b) , 

sm 6* . sm c* ^ '^ ^ ' 

sin (5 — c). 

2. sin ö^ = r— 55 — -; — 5 cos 6 . cos/(y — a) . cos {p — S) . 

sm p* . sm y* ^ ' ^ ^^ 

cos {p — y). 

3. cos a == cos ft . cos ^ + sin ö . sin ft . sin y . cotg a. 

A cos a . 1 — tang h . tang e . cos p . cos y 

cos b . cos c 1 — sin 6 . sin c . sin ^ . sin y 

5. cos a . sin c = sin a . cos c . cos /3 -|- sin ft . cos a. 

6. 2 . cos i (ö + ft) . cos i (ö — ^) . tang ^ C == 
sin b . cos a -\- sin a , cos /S. 

7. tang i {a — a) . tang ^ (j3 + *) = 
tang llß — b). tang | (« + a). 

8. 

sin (« + /3) = sin ^ . sin a . cotg ß + j/sin ß^ — sin b^ . sin a^. 

9. cos 2 a — cos 2 /3 — cos 2 « + cos 2 ^ = 
cos 2 a . cos 2 ft — cos 2 a ; cos 2 ß, 

10. tang ^ a . tang ^ j5 = sin (s — c) : sin s. 
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11. tang ^ a . cotg ^ /S = sin (^ — V) : sin {s — a). 

12. sin s . sin {$ — ö) + sin (s — h) , sin {s — ^) = sinft . sin c. 

13. sin ö^ . sin /S . sin y = 4 . sin ^^ a^ . sin 5 . sin {s — a). 

14. tang i (/S + y) + tang ^ (/S ~ y) = 
2 cotg ^ a . sin & : sin (p + ^). 

16. tangi(/J + y)-'tangiOS--y) = 
2 . cotg ^ a . sin c : sin (ft + ^)- 

16. sin a : sin a SS 

y\ — cos «* — cos b^ — cosc' + 2 cosa cosö cos c : (sin« sin ö sine). 

17. tang i (ö + *) • *Mig i (ö — ö) == 
^»>^g i (« + /*) • *Mig H« — /*). 

18. cos a . tang ß '\- (io^b , tang a -j- tang y = 
cos a . cos b . tang et . tang ß . tang y. 

19. sin a . sin ft + ^s ä . cos b . cos y = 

sin er . sin /3 — cos a . cos /3 cos y. (Cagnoli'sche Gl.) 

20. tang [45<> — i (« + «)] • cotg [45» — ^ (a — a)] = 
cotg[l(/J + i^)- i(y + c)] .tang[i(^~i^) ~ 1 (y-c)]. 

21. tang [45® — i (« + «)] . tang [45» — |(a - a)] == 
tang [^ (^ + ft) + i (y + c)] . tang i^{ß^b)+\{y^ c)]. 

22. tang \ e . cotg \ (a — i ^) = tang ^ s . tang ^ (s — d). 

23. tang ^ ^ . tang ^ (a — i ^) = 
tang i (^ ~ ^) • tang ^ (« — c). 



§. 40. Rechnung mit anderweiten Stücken. 

1. Den sphärischen Radius q des einem Drej'^^k einbe- 
schriebenen Kreises aus den drei Winkeln des letzt^f^ zu be- 
rechnen. Vergl. §. 36, 8. 

2. Ebenso für dieselben Radien Qy^ Q^y Qz ^^^ bezüglich 
den Seiten a, b^ c des ersteren Dreiecks anliegenden Nebendreiecke 
desselben. 

3. Den sphärischen Radius r des einem Dreieck umbe- 
schriebenen Kreises, aus den Winkeln desselben zu bestimmen. 

Anleitung: Der Pol des umbeschriebenen Kreises fällt mit 
dem Pol des dem Polardreieck einbeschriebenen Kreises zusammen. 
Vergl. §. 36, 8. 



§. 40.] 
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4. Ebenso dieselben Radien r^, r^^ r^ für die bezüglich 
den Seiten a, b^ c des ersteren anliegenden Nebendreiecke. 

5. Die sphärischen Badien der umbeschriebenen Kreise 
(A. 3 und 4) aus den Seiten des ursprünglichen Dreiecks zu 
berechnen. 

6. Aus den Resultaten der vorstehenden Aufgaben lassen 
sich folgende Beziehungen ableiten: 

a) tang r + tang r ^ = cotg Q2 + ^^^ P3 > 
tang Tj -f- tang r^ = cotg q + cotg q^ . 

Noch vier ähnliche Gleichungen! 

b) tang r -|- tang r^ + ^^*^g ^2 4" ^^^S ^3 = 
co^^g Q + cotg (>, + cotg Q^ + cotg Q^ . 

c) tang r + cotg q = tang r, + cotg q^ = 

^ (tang r + tang r^ + tang Tj + tang r^) = 
i (cotg 9 + cotg 9, + cotg (>2 + cotg ^3). 

d) tang r = ^ (cotg p^ + cotg q^ + cotg (jj ~ cotg q), 
cotg p = i (tang r^ + tang Tj + tang r^ — tang r). 

Noch sechs ähnliche Gleichungen! 

e) tang r . tang r^ + tang Tj . tang r^ = 

cotg Q . cotg ^j + cotg 92 • cotg Q^ . 

Zwei ähnliche Gleichungen! 

f ) tang r . tang r^ . tang rj . tang r^ = 

sin a* . sin 6' . sin c' 

.. 4 sin «* , sin (« — «)* . sin (« — 6)* . sin (S — r)* ' 

cotg 9 . cotg Q^ . cotg (>2 • cotg Q^ = 

1 



siji * . sin (» — a) , sin (* — b) , sin (* — c) * 



g) tang r tang r^ tang Tj tang rj cotg p cotg p^ cotg Q2 cotg 93 
«=3 1^ (tang r tang r, + tangrj tang r3) (tang r tang r^ + tang r j tang r3) 
* (tang r . tang r^ + tang Tj . tang Tj) und ähnlich durch die Co- 
tangenten der q, 

^. tang r. tang r^ ^ . ^2 . cotg p , cotg p, ^ ^^. ^ ^2 

^ tang rj . tang r, ^^ ' cotg p, . cotg p» ^^ * 

Vier ähnliche Gleichungen! 

Beidt, Aufgaben. I. IQ 






■':^ 
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Ein sphärisches Dreieck zu berechnen, wenn gegeben sind: 

7. Zwei Seiten und die Summe ihrer Gegenwinkel. 

Entsprechende Aufgabe mit der Differenz der Winkel. Zwei 
reciproke Aufgaben mittelst des Polardreiecks. Auflösung durch An- 
wendung Neper'scher Analogien. 

8. Die Summe zweier Seiten, die Summe ihrer Gegenwinkel 

und der dritte Winkel. 

Drei ähnliche Aufgaben mit Benutzung der entsprechenden Diffe- 
renzen. Vier polare Aufgaben. Anwendung Gaussischer Gleichungen. 

9. Eine Seite, ihr Gegenwinkel und die Summe (Differenz) 

der beiden anderen Seiten. 

Noch zwei entsprechende Aufgaben. Gaussische Gleichungen. 

10. Der sphärische Radius des einbeschriebenen Kreises und 
zwei Winkel. 

11. Der sphärische Badius des umbeschriebenen Kreises und 
zwei Seiten. Vergl. 3, 5, 10. 

12. Per Umfang und zwei Winkel. 
Entsprechend b-{-c— a,a^ß, Vergl. §. 89, 10—11. 

13. Die Summe zweier Seiten, die dritte Seite und ein 
dieser anliegender Winkel. 

Entsprechend « — 6, a, c. Vergl. §. 39, 10 — 11. 

14. Die Summe zweier Seiten, die dritte Seite und der 

sphärische Excess. 

Entsprechend ft — c, a, c. Vergl. §. 39, 22—23. 

15. Der Umfang, die Summe zweier Winkel und der dritte 

Winkel. 

Entsprechend 6 -f c — «, a, (5 + y. Vergl. §. 39, 22—23. 

16. Von einem gleichseitigen sphärischen Dreieck sei der 
Winkel gegeben. Man berechne das Verhältniss seines Flächen- 
inhalts zu dem Flächeninhalt desjenigen ebenen Dreiecks, dessen 
Seiten die zu den Seiten des ersteren gehörigen Sehnen sind. 

17. Von einem sphärischen Dreieck seien die Winkel und 
der Kugelradius gegeben. Man berechne« den Badius des Kreises, 
welcher demjenigen ebenen Dreieck umbeschrieben ist, dessen 
Seiten die zu den Seiten des ersteren gehörigen Sehnen sind. 

18. Die Seiten eines sphärischen Dreiecks seien beziehungs- 
weise doppelt so gross, als die Seiten eines zweiten ; wie verhält 
sich die Tangente der Hälfte eines Winkels des ersteren Dreiecks 
zur Tangente der Hälfte des homologen Winkels des letzteren? 
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§. 41. Eingekleidete AufgabcD. 

1. Das Volumen eines Parallelepipedon zu berechnen, wenn stereo- 
drei in einer Ecke zusammenstossende Kanten desselben und die 
Winkel, welche sie mit einander bilden, gegeben sind. 

2. In einer dreiseitigen Pyramide (einem Tetraeder) seien 
die Längen dreier an einem Eckpunkte zusammenstossender 
Kanten bezüglich durch a, b, Cj die Längen der ihnen gegenüber- 
liegenden Kanten entsprechend durch «j , b^^ c^ , die Plächen- 
winkel entsprechend durch cc ß y cci ßi yi bezeichnet. Man be- 
weise die folgende Beziehungsgleichung,, zwischen den sechs 
Flächen winkeln : 

1 — cos «^ — cos «1^ — cos ß^ — cos j3j.^ — cos y'^ — cos yi^ + 
cos «2 . cos a,^ + cos /3^ . cos /3,^ + cos y^ . cos y^^ — 

2 cos a . cos «1 . cos ß . cos ß^ — 2 cos /3 . cos ß^ . cos y . cos yj — 
2 cos y . cos y^ . cos a . cos cc^ — 2 cos a . cos /3 . cos y — 

2 cos a . cos /Sj . cos y, — 2 cos «j . cos /3 . cos y, — 

2 cos «1 . eos /3] . cos y = 0. 

Anleitung: Der Mittelpunkt der einbeschriebenen Kugel ist 
Scheitelpunkt von vier Polar -Ecken zu den Ecken des Tetraeders. 
Berechnung der Cosinus dreier Winkel dieser Ecken, deren Summe 
180« ist. Vergl. Anh. 1, Aufg. 39. 

3. Bezeichnen ferner (vergl. 2.) (««i), (^^i), d^^i) <iie 
Winkel je zweier einander gegenüberliegenden Kanten, welche 
durch Verschiebung jeder der Kanten a, b, c parallel mit sich 
selbst und bezüglich längs der Kante b, c, a entstehen, so ist 

aa^ cos (ööi) + bb^ cos (bb^) -[- CsCj cos (^^i) = 0. 

Zum Beweise halbire man die Kanten des Tetraeders und ver- 
binde die Halbirungspunkte durch gerade Linien. 

4. Sind e, /, g bezüglich die Entfernungen der einander 
gegenüberliegenden Kanten aa^^ bb^^ cc^, so ist 

cotg(agi) , coigibbj) , cotg (ccj) ^ 

Beweis aus 3 und dem Satze, dass das Volumen des Tetraeders 
gleich i aa^e sin a^r^ ist. 

5. Von einer dreiseitigen Pyramide kennt man die Längen 
der drei von der Spitze ausgehenden Kanten und die an diesen 
liegenden Flächenwinkel. Man berechne die Grundkanten, die 

16* 




244 Allg. sphär. Dreieck. Eingekleidete Aufgaben. [§. 41 

übrigen Flächenwinkel, die Oberfläche und d)as Volumen des 
Körpers. 

6. Von einer dreiseitigen Pyramide, deren Grundfläche durch 
ABC und deten Spitze durch D bezeichnet sei, kennt man die 
Flächenwinkel an ADy BD und AB^ die ebenen Winkel BAD^ 
ABB und die Kante DB. Man berechne die übrigen Flächen- 
winkel, sowie die Oberfläche und das Volumen des Körpers. 

7. Vier congruente Dreiecke, deren Seiten a = 3,5, ^ = 4, 
c =a 4,5 gegeben sind, seien so zusammengestellt, dass sie ein 
Tetraeder einschliessen. Man berechne die Seiten und die Winkel 
einer Ecke desselben. 

8. Von einem Tetraöder seien sämmtliche Kanten ge- 
messen; man soll aus denselben die Seiten und die Winkel einer 
Ecke des Körpers berechnen. ^j5«=3, ^^^=2,75, ^(7=2,5, 
^i? = 2,25, BD =2, CD^ 1,75. Gesucht die Ecke A. Siehe 
die Bezeichnung in 6. 

9. Das Granatoßder oder Rhomben- Dodekaeder ist ein von 
zwölf congruenten Bbomben ^ begrenzter Körper und hat sechs 
dreiseitige und acht vierseitige Ecken ; je zwei aneinander liegende 
Flächen bilden einen Flächen winkel von 120^. Man berechne die 
Winkel eines der begrenzenden Rhomben und mittelst der Kante a 
des Körpers seine Oberfläche und sein Volumen. 

10. Das Pyramiden - Oktaeder ist ein von 24 Flächen be- 
grenzter Körper, welcher durch Aufsetzen von congruenten, ge- 
raden, dreiseitigen Pyramiden auf die Flächen eines regelmässigen 
Oktaeders entstanden gedacht werden kann. Man berechne aus 
der Länge a einer Kante des letzteren und der Länge h einer 
Seitenkante der Pyramiden die Neigungswinkel der aneinander- 
stossenden Flächen des Pyramiden-Oktaeders. 

G^metrie ^^* "^^ ®®^ ^^^ Winkel, welcher in einer gegen den Hori- 

zont geneigten Ebene liegt, gleich a gemessen, und man habe 
ausserdem die Neigungswinkel seiner Schenkel gegen den Horizont 
bezüglich gleich /3 und y bestimmt; man soll den horizontalen 
Winkel der beiden Neigungsschenkel berechnen. (Reduction eines 
Winkels auf den Horizont.) 

Umkehrung dieser Aufgabe. 

12. Von zwei Orten ; A^ B auf der Oberfläche der' als 
Kugel mit dem Radius r <» 859,5 geogr. Meilen gedachten Erde 
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seien die geographischen Breiten % q>' und die geogr. Längen 
/, /' bekannt; man berechne ihre kürzeste Entfernung, d. h. die 
Länge des zwischen ihnen liegenden Bogens des durch sie be- 
stimmten grössten Kreises. (1^ «» 15 Meilen.) 

Beispiele: a) Berlin q) = 52<> 30', / = + 11» 3'; Bonn 
9> = 50» 44', / « 4« 45' (östl. v. Paris), b) Wieviel beträgt die 
Ausdehnung Europas vom Cap St. Mathieu unter 48^ 19' 15" 
n. Br. und 12<> 53' ö. L. bis zum Südende des Ural in 48» 50' 
n. Br. und 11^ 5' ö. L.? c) Prankfurt a. M. 9=5007', / = 6n6', 
Darmstedt q) = 49» 52', / = 6^ 19'. 

13. Die kürzeste Entfernung zweier Orte auf der Erde ist 
nebst den geographischen Breiten beider bekannt. Wieviel be- 
trägt der Unterschied ihrer geogr. Längen? 

a) Die Entfernung zwischen Paris und Berlin (d. i. der be- 
treifende grösste Kreisbogen) beträgt 118 Meilen, die geogr. Breite 
von Paris ist 48^50' 13", die von Berlin 5 2« 30' 16". Wieviel 
beträgt die Differenz der Uhren an beiden Orten? 

b) Die Sternwarte zu Greenwich liegt 2® 20' 23" westl. von 
Paris unter 51® 28' 38" n. Br. und ist von Neuyork, unter 
40® 42' 45" n. Br., um 794 Meilen auf dem grössten Kreis- 
bogen entfernt. Man berechne hieraus die geogr. Länge von 
Neuyork. 

14.^ Ein Schiff verlässt Catania in Sicilien (37® 30' n. Br., 
12® 40' ö. L.) ; nach welcher Himmelsgegend muss es segeln, um 
auf dem kürzesten Wege Alexandria (31® 13' n. Br., 33® 8' ö. L.) 
zu erreichen? 

15. Ein Schiff segelt von Bremerhafen (53® 33' n. Br., 
6® 15' Ö. L.) in einem grössten Kreise unter einem Azimuthe von 
130® 39' 44",9 eine Strecke von 115,5 Meilen. Unter welcher 
geogr. Breite imd Länge befindet es sich am Endpunkte dieses 
Weges? Das Azimuth wird von Süden (0®) über Westen (90®) 
und Norden (180®) nach Osten (270®) gezählt.- 

16. Aus der Länge / und der Breite h eines Sterns seine 
Bectascension und seine Declination zu berechnen. Schiefe der 
Ekliptik e = 23® 27' 30"; / = 315®, h = 51®. 

17. Aus der Bectescension a und der Declination d eines 
Sterns seine Länge und seine Breite zu berechnen. (Xs=s67® 40' 30", 
d = + 16® 8' 20", Schiefe der Ekliptik 23® 27' 30". 
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18. Von einem Stern sei zu einer gewissen Zeit die Höhe h 
und das Azimuth a gemessen; auserdom sei die Declination S 
desselben bekannt. Man soll den Stundenwinkel ß des Sterns und 
die Polhöhe q) des Beobachtungsortes berechnen, h = 22^ 45' 12"^ 
a = 50« 14' 23", * = + ?<> 54'. 

19. Aus der Declination d der Sonne, ihrem Stunden- 
winkel w und ihrer Höhe h die Polhöhe des Beobachtungs- 
ortes zu berechnen. * = + 23» 27' 28", h = 18« 57' 48", 
w = 90». 

20. Die Höhe eines Sterns aus seinem Stundenwinkel w, 
seiner Declination d und der Polhöhe g) des Ortes zu berechnen. 
w = 28« 17' 15, * = + 38«, q) = 52» 30' 16". (Berlin.) 

21. Aus der Polardistanz p eines Sterns, seiner Zenith- 
distanz z und der Polhöhe tp das Azimuth desselben zu berechnen. 

p c= 40« 47' 20", z = 15« 9' 53", q) = 49» 29' 13",7. 

* 

22. Aus dem Azimuth a, dem Stundenwinkel w eines Sterns 
und der Polhöhe 9? seine Declination zu berechnen, te = 41« 1' 17", 
w = 20«, (p = 44« 50' 14". 

23. Die Höhe und das Azimuth eines Sterns aus seiner 
Polardistanz p, seinem Stundenwinkel w und der Polhöhe q) zu 
berechnen, q) = 51« 19' 20" (Cassel), p = 67« 59' 5", w = 
15« 8' 12". 

24. Aus der Polhöhe q) des Beobachtungsortes, der Höhe h 
und der Declination d der Sonne die Zeit der Beobachtung zu 
bestimmen, q) = 51« 31' 47",9 (Göttingen), h = 35« 14' 27", 
* = + 21« 27'. 

Anmerkung. Wo in den voretehenden Aufgaben die astronomische 
Strahlenbrechung auf die den Bechnunffen zu Grunde zu legenden 
Zahlen einwirkt, wird der Einfluss derselben als durch Correction der 
gemessenen Grössen bereits berichtigt angenommen. 

25. Die Zeit des scheinbaren Sonnen-Auf- und Untergangs 
zu berechnen, wenn die atmosphärische Strahlenbrechung am 
Horizont zu r = 35 angenommen wird. Gegeben sind die Pol- 
höhe des Orts und die Declination der Sonne. 

26. Im Anschluss an 25. lässt sich der Zeitunterschied 
zwischen dem scheinbaren und dem wirklichen Sonnen- Aufgang 
suchen. Welches Resultat erhält man, wenn man den Sinus der 
kleinen Differenz der Stundenwinkel mit dem Bogen, den Sinus 
des arithmetischen Mittels derselben mit dem Sinus des Stunden- 



